| CONTINUITE D’ APPLICATIONS ENTRE EVN |

Dans tout ce chapitre, ' désigne un espace vectoriel muni d’une norme || - || g et ' un espace
vectoriel muni d’une norme || - || .

1. Limites

Définition 1.1. Soient A C Eeta € AN (E\{a}). Soient f : A — F une application et
¢ € F. Ondit que f admet pour limite { au point a si :

rec A

Ve>0,3n>0 H 0< o —allp <7 = || f(z) —{||r <.
PROPOSITION 1.2. Si un tel élément ( existe, alors il est unique. On l’appelle alors limite de

f au point a et on la note lim,_,, f(z) = { ou f(x) — L.
T—a

DEMONSTRATION. On suppose qu’il existe ¢/ # ¢ vérifiant la définition. Soit ¢ = w
(> 0).
reA )
I >0]| { O<llz—als<m = | f(z) = Ll|Fr <€
Jmy >0 | ved = ||f(x) = V|| < e. On pose nn = min(ny, 72).
0< ||I—CLHE <72
Ora e An(E\{a}),donc Iz € AN (E\{a}) | ||z —allg <n.
Onal<|z—allg<m /
et 0 < ||z — af|p < s donc || f(z) —l||r < eet|f(x) = V|F <e.
de = [l =0\ < ||f(x) = L||r + || f(x) = V|| < 26 — impossible. [ |

Remarque 1.3. Si A estunouvertetsia € A, pourn assez petit,ona ||z—al|lp <n = x € A.
La définition s’écrit alors simplement

Ve, 3n>0|0<||lz—allg <n=|f(z)—{|r <e.

THEOREME 1.4 (Opérations algébriques). Soient A C E, a € AN (E\{a}). Soient f,g :
A — F deux applications. Soient A € R, {y et {5 deux éléments de F. On suppose que
f(z) — ¢y et g(x) — Ly, Alors :
T—a T—a

ln(f+9)@) =+ mAf@)=A6 3 m | f@)e = 6]

Dans le cas on F' = R
. . 1 1
lim(fg)(z) =ity 517&0:>9101_T}}Lm—z(f(15)7&0)-
DEMONSTRATION. Ce sont les mémes que pour les fonctions R — R en remplagant la
valeur absolue par || - ||z et || - || - [



THEOREME 1.5 (Composée). Soit G un espace vectoriel muni d’une norme || - ||g. Soient
ACE,BCF. Soienta € AN (E\{a})etbec BN (F\{b}). Soitt € G. Soient f : A — F
et g : B — G deux applications telles que :

o [(AN(E\{a})) C BN (F\{b})

o f(x) — betg(y) — L
r—a y—b
Alors on a que lim,_,,(go f)(x) = L.

DEMONSTRATION. Soit ¢ > 0. Puisque lim,_,; g(z) = ¢, on a donc :

ye B B
301 {BE0 < = o)~ fle <

De plus, puisque lim,_,, f(x) = b, on a aussi :
reA b

0<|z—alls<n = ||lf(z) = bllp <m.

Pour tout x € Atel que 0 < || — al|g < m,onax # a,donc f(x) # b, f(z) € B etdonc

0 < || f(z) = bllp <m. Alors ||g(f(z)) — l]|¢ < €. Autrement dit, ||(g o f)(z) — ¢||¢ < & donc

lim, 4(go f)(z) = L. [

E|77>0\{

2. Continuité en un point

Définition 2.1. Soient A C F eta € A. Soit f : A — F' une application. On dit que f est
continue au point a Si :

Ve>0,dn>0|ze€Aet ||z —allg <n=|f(z)— fla)|r <e.
Remarque 2.2.

e Comme pour la définition de la limite, si A est un ouvert, cette définition s’écrira :
Ve>0,3n>0][lz—allg <n=|f(z) - fla)lr <e.
e f est continue en a si et seulement si f(z) — f(a) car si z = a,
xr—ra

0<e,Ve>0.

f(@) = fla)llr =

THEOREME 2.3 (Opérations algébriques). Soient A C E, a € A. Soient f,g: A — F deux
applications continues au point a. Soit X € R. Alors les applications f + g, A\f sont continues
au point a.

De plus, I’application || f || définie par
Ifllp:A—R
| r s || f(@)lr
est continue en a.
Dans le cas on ' = R, I'application fg est continue au point a. De plus, 3¢ > 0 |V z €
1

Bg(a,e) N A, f(z) #0= oy €St continue au point q.

DEMONSTRATION. Conséquence du théoreme 1.4. [ |

THEOREME 2.4 (Composition). Soit G un troisiéme espace vectoriel muni d’une norme ||-|| .
Soient AC E, BC F,a¢€ A. Soient f: A — Fetqg: B— G deux applications telles que



3. CONTINUITE SUR UN ENSEMBLE 3

f(A) C B. On suppose que f est continue au point a et que g est continue au point f(a). Alors
g o f est continue au point a.

DEMONSTRATION. Conséquence du théoréme 1.5 [ |

THEOREME 2.5. Soient A C E, a € Aet f : A — F. Alors [ est continue en a si et
seulement si pour toute suite (uy,), d’éléments de A telle que v, —— a, la suite f(u,) tend
n—oo

vers f(a) quand n — oc.

DEMONSTRATION. ”=" : On suppose que f est continue au point a. Soit (u,)nen Une

suite d’éléments de A telle que w,, — a. Soite > 0. 3 n > 0 | ved =
| f(z) — f(a)||r > €. D’autre part, il existe N € N tel que pour tout n > N, |lu, — al|lg < 7.
(un) - f(a>

<" (par contraposée) : On suppose que f n’est pas continue au point a. Alors il existe
e > 0 tel que pour tout n € N*, il existe u,, € A avec |u,, — allp < = et || f(u,) — f(a)||p > €.
On a donc ||u,, — al||g — 0, ¢’est-a-dire u,, — a.
Mais || f(u,) — f(a)||r > €. Donc, f(u,) ne converge pas vers f(a).

|

THEOREME 2.6. Soient Fi, ..., F, des espaces vectoriels munis respectivement des normes

|75 | - |7, Soient A C E, a € Aet f une application définie par :
f: A— Fi x--- X F, . Vie{l,....,p}, fi: A—F
on
z— (fi(x),..., fp(z)) x +— fi(z)

Alors f est continue au point a si et seulement si pour tout i € {1,...,p}, f; est continue au
point a.
On a muni ici ’espace produit de la norme ||(z1, ..., x,)| = maxt_, ||| £

DEMONSTRATION. f est continue au point a
<= pour toute suite (uy,)nen telle que v, — a, f(u,) —— f(a)

. n—oo n—oo

—Vie{l,...,p}, filuy) — fi(a)
<= Vie{l,...,p}, fiestcontinue au point a. [ |

3. Continuité sur un ensemble

Définition 3.1. Soient A C F, B C Aet f: A — F. Ondit que f est continue sur B si f
est continue en tout point de 5.

Définition 3.2 (Continuité uniforme). Soient AetBtelsquu BC AC FEetf:A— F.

On dit que f est uniformément continue sur B s
Ves0. 30 >0|Va.y e B, o—yls<n=f@)—f@)lr<e

Remarque 3.3. f uniformément continue sur B = f continue sur B.

La réciproque n’est pas vraie en général. Par exemple, f(r) = 2 n’est pas uniformément

continue sur RT.



THEOREME 3.4. Soient A une partie ouverte de E et [ : A —> F une application continue
sur A. Alors pour tout ouvert Q C F, f~1(Q) :={x € A| f(x) € Q} est un ouvert de E.

DEMONSTRATION. Soient 2 un ouvert de F etz € f~1(2). Ona f(x) € Q. Alors 3 7 >
0| Br(f(x),n) C Q. f étant continue au point z, on a :
ses0 {1€4 L =106~ f@le <
Or A est ouvert, donc 3 &1 > 0 | Bg(z,£1) C A. Soit maintenant e5 = min(e, y).
Siy € Bg(z,ez),alorsy € Aet ||y — ||z < edoncy € f1(Q).
On a montré que Bg(z,e5) C f7H(Q). [ |

4. Continuité sur les compacts

THEOREME 4.1 (Théoréme de Heine). Soit K un compact et f : K — F une fonction
continue sur K. Alors f est uniformément continue sur K.

DEMONSTRATION. Supposons que f n’est pas uniformément continue sur K. Alors, il ex-
iste ¢ > 0 tel que pour toutn > 0, ilexiste x,y € K telsque ||[z—y|lg < net| f(z)—f(y)||r > €.
En particulier, pour tout n € N*, il existe x,,, y,, € K tels que

=l < =, 1)~ )l >

K étant un compact, il existe une suite extraite (z,(n)),, qui converge vers un élément z € K.
On a alors, pour tout n € N*,

1
Hl’n_y n||E<_7 Hf(xn)_f(yn”FZ5
B(n) #(n) o(n) #(n) #(n))

Donc x4,y — Yg(n) converge vers 0 et yun) = Ygn) — Tg(n) + Tg(n) tend vers x. Par continuité de
f au point z, les suites f(z4(n)) et f(yYsn)) convergent toutes les deux vers f(x). Par passage a
la limite dans I’inégalité

1f (2gm)) — f(Wom)lF > &,

on obtient 0 > . D’ou la contradiction. |

THEOREME 4.2. Soient K un compact de E et f : K — F une application continue sur
K. Alors f(K) :={y € F |3z € K avec f(x) =y} est un compact de F.

DEMONSTRATION. Soit (Y, )nen une suite d’éléments de f(K'). Pour tout n € N, il existe
r, € K tel que y, = f(x,). La suite (z,,),cn admet une suite extraite (,(,))nen qui converge
vers v € K. Par continuité de f en &, Yyarphin) = f(T,n)) converge vers f(x) € f(K). [ |

THEOREME 4.3. Soient K un compact de E et f : K — R une application continue sur
K. Alors f est bornée sur K et elle y atteint ses bornes, c’est-a-dire qu’il existe a € K etb € K
tel que pour tout x € K,

fla) < f(z) < f(b).
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DEMONSTRATION. D’apres le théoreme précédent, f(K) est un compact de R. En partic-
ulier, il est borné donc il existe M > Otelque V x € K, |f(z)| < M.

Montrons qu’il existe un élément b de K vérifiant sup, f = f(b) :

Onpose s = supy f. VneN*, Ju, € K |s—+ < f(x,) <s.

La suite (2,,),en- admet une suite extraite (z,(,)), telle que x,,y) — b avec b € K (par
n—oo

compacité de /). Par continuité de f au point b, f(z,()) —— f(b).
n—oo

1
VneNSonaalors s — —— < f(xym) < s,donc f(b) =
90(71) S——
gl

S
n—o0

De maniére analogue, on montre qu’il existe un élément a € K vérifiant infx f = f(a). [

THEOREME 4.4. Dans R", toutes les normes sont équivalentes.

PROOF. Munissons R" de la norme || - ||oo. Soit || - || une autre norme sur R™.
Vérifions que c’est une application (uniformément) continue de R dans R. Notons ey, - - - ; e,
. . n n
la base canonique de R”. Soita = (a1, - ,a,) = > . ae; etx = (T1, -+ ,Tp) = > 1| Ti€;.

lz —all = IIZ i —ae| <l —allooz el

Pour tout £ > 0, en posant ) = ¢/ Zi:l |leil], on a
|z — al|leo <= ||z —al| <e.
Considérons la sphere unité S(0,1) = {z € R", ||z]|» = 1} = B'(0,1) N (R™\ B(0,1)).

C’est un ensemble fermé et borné, c’est donc un compact. D’apres le théoreme précédent, il
existe a, b € 5(0, 1) tel que, pour tout x € S(0, 1),

lall < =] < {|]l-
Or pour tout z € R™ avec x # 0, i— € S(0, 1) donc

I < flo]

lall < [ls——
| Hoo

et
lallllzlloc < llzll < [Ibll[2]|oo-

Remarquons que la spheére unité ne contient pas 0 donc que ||a|| # 0 et ||b]| # 0. Les deux
normes sont bien équivalentes.
|

5. Applications linéaires continues

On consideére deux R-espaces vectoriels normés (E, || - ||) et (F, || - ||)-



Définition 5.1. Soit une application f : E — F. On dit qu’elle est

e Linéaire : si pour tout x,y € E et pour tout A € R, on a

fQz+y) = Af(2) + f(y).

On a alors nécessairement f(0) = 0.
e Lipshtzienne : s’il existe & € R™ tel que pour tous z,y € F,on a

1 () = F@I < Ellz =yl

Plus précisément, on dit qu’elle est k-lipshitzienne.
e Bornée sur un ensemble A € E : s’il existe k € R tel que pour tout = € A,

If (@) < k.

THEOREME 5.2. Soit f : E — F une application linéaire. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) f est uniformément continue sur £
(i1) f est continue sur £
(iii) f est continue en O
(iv) f est bornée sur B'(0,1) = {x € E : ||z|| = 1}
(v) f estbornée sur S(0,1) ={z € E : ||z|| =1}
(vi) 1l existe k € R+ tel que pour tout x € E, || f(z)|| < k|||
(vii) f est lipshitzienne

DEMONSTRATION. Voir Exercice 1. [ |

THEOREME 5.3. Soit f : E — F une application linéaire continue. Alors on a égalité
entre les nombres suivants :

LS (@)

220 |||
® SUpP|z|<1 1f (@)l
® SUP|z||=1 £ ()]l

Ce nombre est appelé norme de I’application f. On le note ||| f|||.
DEMONSTRATION. Voir Exercices. |

Définition 5.4. On note L(E, F') I’espace vectoriel des applications linéaires continues de £
dans F'.

THEOREME 5.5. ||| - ||| est une norme sur I’espace vectoriel L(E, F).
DEMONSTRATION. Voir Exercices. [

THEOREME 5.6. Si E est de dimension finie, alors toute application linéaire de E dans F
est continue.
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PROOF. Soit B = (ey, - ,e,) une base de F. Tout x € FE s’écrit de maniere unique
T =) xe; avecles ; € R. Munissons E de la norme ||| = max}_, |z;|.
Soit f une application linéaire de F' dans F'.

£ = 1 me) =1 Y wf o)l € 3 lef(e] < el D IF(e0).

On voit que f vérifie la condition (vi) du théoréme 1.2 avec k = > |f(e;)]. [

Définition 5.7. On dit que I’espace vectoriel (E, || - ||) est complet si toute suite de Cauchy y
est convergente.

THEOREME 5.8. Si (F|| - ||) est complet, alors L(E, F) est complet.

DEMONSTRATION. Soit (f,,),, une suite de Cauchy dans L(E, F'). Soitz € E \ {0}.
Pour tout ¢ > 0, il existe V € N tel que pour tous p > ¢ > N, onal||f, — f,||| < &/|z|. Donc
pour tous p > g > N,ona

1Fp () = fa() | < 1o = Salllllll <

Remarquons que pour = = 0, la suite (f,,(0)),, est constante égale a 0.
Nous avons pour I’instant montré pour tout x € F, la suite (f,,(x)),, est une suite de Cauchy
dans F' qui est supposé complet. Cette suite est alors convergente dans F' et nous pouvons poser

f@) = Tim_fu() € F

Pour tous 2,y € E, A € Retn € N,ona f,(Az +y) = Af,.(x) + f.(y). Par passage a la
limite, on obtient f(A\x +y) = Af(x) + f(y).
Autrement dit, I’application f est donc linéaire.

Montrons maintenant que la suite ( f,,),, converge vers f dans L(E, F).
Soit € > 0. Utilisant une fois de plus que la suite ( f,),, est de Cauchy, il existe N € N tel que
pour toutp > g > N, |||f, — f4ll| <e.
Pour tout x € E et pour tous p > g > N,

1fp(2) = fa(@) | < [llfp = fallllle]l < ell=]]

En faisant tendre p vers +o0o, on obtient || f(z) — f,(z)|| < ¢||z||. Donc pour tout ¢ > N, on a
I||f — f4lll < e. Ceci montre que |||f — f,||| converge vers 0 quand ¢ tend vers +oc.

De plus, en prenant en particulier ¢ = 1 et ¢ = N, ce qui précede montre que f — fy est
continue sur £ d’ou f = fy + f — fn est continue dur F. [ |

£
m|$| = €.



