Chapitre 3 - LIMITES DE FONCTIONS REELLES

1. Rappels sur le vocabulaire des fonctions

On considere E et F' deux sous-ensembles de R. Une fonction f : £ — F associe a
chaque z € FE un élément unique y = f(z) € F.

y est appelée image de x.

x est appelé antécédent de y.

E est appelé domaine de définition de f. On le note D(f).

On appelle image de E l'ensemble des images des éléments de E. On note cet
ensemble f(F). Autrement dit,

f(E) ={f(x) : z€E},
ye f(E)<=dx e E: f(x)=y.
e On appelle graphe de f le sous-ensemble de R? défini par
I'y={(z,y):zeEy=f(x)}.
e Soit E' C E. On appelle restriction de f a E’ et on note f|g : E' — F définie par
fle(x) = f(z).
EXEMPLES 1.1.

(i) On notera idg la fonction idg : E — E déifinie par idg(z) = .
(ii) La formule f(z) := x définit une fonction f: R — R vérifiant D(f) =R et f(R) = R.
(iii) La formule g(x) := z? définit une fonction g : R — R vérifiant D(g) = R et f(R) =

[0, +00.
(iv) La formule h(z) := sinz définit une fonction A : R — R vérifiant D(h) = R et
h(R) = [-1,1].

Comme le montrent les deux derniers exemples, f(E) peut étre un sous-ensemble stricte-
ment inclus dans F'.

DEFINITION (Surjective). On dit qu'une fonction f : E — F est surjective si tout élément
de F' admet au moins un antécédent dans F. Autrement dit,

f est surjective <= F = f(F)<=Vyec F,dx € E: f(z) =y.
REMARQUE 1.2. Par définition, f : E — f(F) est toujours une fonction surjective.

DEFINITION (Injective). On dit qu'une fonction f : E — F est injective si tout élément
de F' admet au plus un antécédent dans E. Autrement dit, f est injective si et seulement si,
pour tout x,y € F,

f@) = fly) =z =y.

DEFINITION (biective). On dit qu’une fonction f : E — F est bijective si elle est a la
fois injective et surjective. Autrement dit, f est bijective si tout élément de F' admet un et
un seul antécédent.

Formellement, f est bijective si

Vye F,3'xz e E: f(x) =y.
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DEFINITION (Réciproque). Soit f : E — F une fonction bijective. La fonction réciproque
de f est la fonction f~!: F — E définie par

[y =2 = fx) =y.
REMARQUE 1.3. Soit f: E — F une fonction bijective.
o f71: F — F est bijective.

e Pour tout z € E, f~!(f(x)) = x. Autrement dit, f~' o f = idg.
e Pour tout y € F, f(f~'(y)) = y. Autrement dit, fo f~ = idp.

ProrPOSITION 1.4. Soit f : E — F une fonction. S’il existe une fonction g : FF — E
telle que go f = idg et f o g = idp, alors f est bijective et g = f~1.

PREUVE.
Supposons 'existence d'une telle fonction g. Alors pour tout y € F, en posant x = g(y),
ona f(z) = fog(y) =idr(y) =y. f est donc surjective.
De plus, pour tout x € F et 2’ € E,
fl@) = f(@') = g(f(z)) = g(f(2))) <= idp(z) = idp(2') = 2 =2
Donc f est injective.
Finalement, f est bijective et

f(@)=y=g(f(x)) =g(y) =z =idp(x) = g(y).
Ceci montre que f~! = g.

Rappelons quelques notions :

DEFINITIONS. Une fonction f : E — F est dite

e croissante si

v,y Eetx<y= f(z) < f(y);
e strictement croissante si

r,ye Eetax<y= f(z)< f(y);
e décroissante, si

v, ye Eetax<y= f(x)> f(y);
e sirictement décroissante si

r,ye Eetx <y= f(x)> fy);

e monotone, si elle est croissante ou décroissante;

e strictement monotone, si elle est strictement croissante ou strictement décroissante;

e majorée, si 'ensemble f(FE) est majoré, c’est-a-dire, s’il existe M € R tel que
f(x) < M pour tout z € D;

e minorée, si 'ensemble f(FE) est minoré, c’est-a-dire, sl existe m € R tel que f(z) >
m pour tout z € D;

e bornée, sil’ensemble f(FE) est borné, c’est-a-dire, si f est a la fois majorée et minorée.

PROPOSITION 1.5. Soit f : E — F une fonction strictement croissante (resp. décroissante)
et surjective, alors f est bijective et f~ : F' — E est strictement croissante (resp. décroissante).
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PREUVE. Supposons que f est strictement croissante et surjective. Alors pour tout
r, ' € E, v # 12 = f(z) # f(2/). En effet, quitte a inverser les roles de x et 2/, on peut
supposer que z < z’. Alors f(z) < f(2') et en particulier, f(z) # f(z/).

La fonction est donc injective. Montrons que f~! est strictement croissante.
Soient y, 1y’ € F tels que y < 3. Alors par contraposée de la définition de la croissance de f,

y=f ) <fUW) =y =) < ).
O

REMARQUE 1.6. Il y a des symétries entre ces notions :

f est décroissante <= —f est croissante;
f est strictement décroissante <= —f est strictement croissante;

f est minorée <= —f est majorée.
Pour deux fonctions données, on peut définir de nouvelles fonctions :

DEFINITIONS. Soit f: A — R et g : B — R deux fonctions. On définit la somme, la
différence, le produit, le quotient et la composition de f et g par les formules suivantes :

(f+9)(@) = f(z) +g(x), z€D(f+yg):=ANB;

(f —9)(x) = f(x) —g(x), z€D(f—g)=AND;

(f9)(x) == f(x)g(x), =€ D(fg):=AND;

(f/9)(x) = f(x)/g(x), =€ D(f/g):={x € ANB : g(x) #0};
(fog)(z) = f(g(z)), € D(fog):={reB : g(x)c A}.

PROPOSITION 1.7.
Sotent f : E — F et g : F — G deux fonctions bijectives. Alors go f : E — G est

bijective. De plus, (go f)™' = flog™h

PREUVE.

Pour tout z € G, il existe un unique y € F tel que z = f(y). De méme, il existe un
unique = € E tel que g(x) = y. Finalement, il existe un unique x € E tel que z = f o g(z).
Remarquons que pour tout x € E et pour tout z € G, on a

(ftogo(gof)=fo(gog)of=f"oidpof=f""of=idp
et
(gof)o(fTtog)=go(fof)ogl=goidrog'=gog" =idg.
En vertu de la proposition 1.4, on peut conclure que g o f est bijective et que (go f)~! =

ftog™
O

PROPOSITION 1.8.
Soient f : E— F et g: F — G deux fonctions monotones.

(i) Si f et g ont le méme sens de variation, alors f o g est croissante.
(i1) Si f et g ont des sens de variation opposés, alors f o g est décroissante.

De plus, si f ou g sont strictement monotones, alors f o g est strictement monotone.
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PREUVE.

(i) Supposons que f et g sont croissantes. Pour z, 2" € B tels que z < 2/, on a g(x) < g(z’)

donc f(g(x)) < f(g(z')).

Supposons maintenant que f et g sont décroissantes. Pour x, 2’ € B tels que z < 2/,

on a g(x) = g(z') donc f(g(x)) < f(g(2)).
(ii) Supposons que f est croissante et g est décroissante. Pour x,z’ € B tels que z < 2/,

on a g(x) > g(a') donc f(g(x)) = f(g(2')).
Supposons maintenant que f est décroissante et g est croissante. Pour x,2’ € B tels

que & < 2/, on a g(z) < g(v') done f(g(x)) = Flg(x')).
Dans le cas ou f ou g est strictement monotones, il suffit de remplacer I'une des inégalités
larges par une inégalité stricte dans les preuves précédentes. [l

PrOPOSITION 1.9. Soit f: A— R et g: B — R deux fonctions.

(i) f est bornée <= |f| est majorée <= |f| est bornée.
(i) Si f et g sont bornées, alors f + g, f — g et fg sont aussi bornées.
(iii) Si f est bornée, et |g| admet un minorant b > 0, alors f/g est aussi bornée.

PREUVE. (i) f est bornée, alors il existe deux constantes ¢, ¢y telles que ¢; < f < co.
Alors — f < —¢q, et donc | f| < max {c2, —c1}, c’est-a-dire | f| est majorée. Si |f| est majorée,
alors elle est bornée aussi, parce qu’elle est minorée par 0.

Réciproquement, si |f| est bornée, alors elle est majorée en particulier. Finalement, si
| f| est majorée par une constante ¢, alors —c < f < ¢, donc f est bornée.

(ii) Si f et g sont bornées, alors |f| et |g| sont majorées par des constantes ¢, d par (i).
On en déduit que

1fEgl <I|fl+lgl <ct+d et |fgl <|f|-|g| < cd
En appliquent (i) de nouveau, on conclut que f + g, f — g et fg sont bornées.

(iii) Si f est bornée, alors |f| est majorée par une constante c, et |f/g| < ¢/b. Comme
|f/g| est majorée, f/g est bornée.

(iv) Il faut montrer que si x,y € D(f og) et = < y, alors f(g(x)) < f(9(y)). Comme g
est croissante, on déduit de '’hypothese 2 < y que g(z) < g(y). Comme f est croissante, on

déduit de I'inégalité g(x) < g(y) que f(g(x)) < f(g(y))- O

2. La fonction exponentielle, le logarithme et les puissances

DEFINITION (Exponentielle). On définit la fonction exponentielle exp : R —]0, +oo[ par
. 1\" : IR
exp(z)= lim (14 -] = lim (1-—— :
n——4o00 n n—-4o00 n

THEOREME 2.10. La fonction exponentielle est strictement croissante et bijective.



*PREUVE. Nous avons déja montré la stricte croissance dans le chapitre précédent.
D’apres Proposition 1.5, il ne reste qu’a montrer la surjectivité de exp.
Fixons a > 0 et montrons qu’il existe € R tel que exp(x) = a.
Posons E, = {y € R : exp(y) < a}. L’ensemble E, est non vide, il contient par exemple

y:—i. En effet,
1 1 1
expl—-)]>21+—-> -
a a  a

donc exp (—%) < a. De plus, E, est majoré (par a). En effet, pour tout y € E,, on a
a>exp(y) >14+y>uy.

Posons x = sup E, et montrons que exp(z) = a.
D’une part, pour tout n € N* il existe y € E, tel que v < y + % Comme la fonction
exponentielle est strictement croissante, on en déduit que

1 1 1 1
exp(z) <expl|ly+— | =exp(y)exp | — ) <aexp|—] <a T
n n n 1—=

et en faisant tendre n vers +o00, que exp(z) < a.
D’autre part, pour tout n € N*, x + % ¢ E, donc exp (x + %) > a. On en déduit que

ooter > oesp (1) 2a(1-1)

et en faisant tendre n vers +o00, que exp(z) > a. d

DEFINITION (Logarithme). On définit la fonction logarithme par In = exp™!.

THEOREME 2.11. La fonction In :]0, +o00[— R est bijective et strictement croissante. De
plus, elle vérifie les propriétés suivantes :

(i) Pour tout x>0 ety > 0,
In(zy) =Inz +Iny.
(ii) Pour tout x > 0,
Inx <z -—1.

PREUVE. La proposition 1.5 nous permet d’affirmer que la fonction In est bijective et
strictement croissante.

(i) Pour tout z > 0 et y > 0, on a
xy = exp(Inx) exp(Iny) = exp(lnz + Iny).
On en déduit que
In(zy) =Inz + Iny.
(ii) Pour tout = > 0,
r=exp(lnz) > 1+Inz. O

REMARQUES 2.12.
(1) exp(0) =1 <= 1In(1) = 0.



(2) Pour tout « > 0, Théoreme 2.11 (i) donne
0—Tn(1) =In (22 ) = In(z) +In (-
T T

On peut en déduire que
1
In{—)=-1 :
n <x) n(z)

(3) Pour tout xq, xs, ..., z, nombres réels strictement positifs, on a

Zln(xk) =In (H xk)> .

En effet,

(1) exp (Z 1n<xk)) = HeXP(ln(ﬂfk)) = Hln(l'k)-

Pour tout n € N* et pour tout a > 0, si on applique la relation (1) ci-dessus avec
r1 =...=1x, = Ilna, on obtient
n n

exp(nlna) = (exp(In(a)))” = a".

De méme, grace a la multiplicativité de I'exponentielle, on a

(o (L))" s (o (L1n0) ) =t -
oo (Lina) =t

Le logarithme nous permet de généraliser la notion de puissance d’un nombre strictement
positif, ainsi que la racine n ieme.

Donc

3=

DEFINITIONS (Puissances). Pour a > 0, on définit la fonction puissance pour x € R par
a® = exp(zlna).
REMARQUE 2.13. On définit le nombre e := exp(1). Pour tout z € R,
e’ = exp(zln(e)) = exp(x).

La définition de I’exponentielle de x coincide donc avec celle de e puissance x. Dorénavant,
nous utiliserons indifféremment les notations e* et exp(x).

PROPOSITION 2.14.

(i) Sia > 1, alors la fonction x +— a® est une bijection croissante de R sur |0, 4o00].
(i) Sia <1, alors la fonction x — a® est une bijection décroissante de R sur |0, +ool.
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(iii) Les identités suivantes ont lieu pour tous a,b >0 et x,y € R :

a’ =1, a' =a,
a® Y = a*aY, a ¥ =1/a",
a®b” = (ab)”, In(a®) = zlna,

(a®)Y = a™.

PREUVE.
Posons ¢ : R — R la fonction définie par g(z) = zlna. Alors a® = (exp og)(x).

(i) Comme Ina > 0, la fonction g est strictement croissante et bijective. De plus, d’apres
Théoreme 2.10, la fonction exp : R —]0, +oo[ est strictement croissante et bijective.
D’apres Proposition 1.8 et Proposition 1.7, la composée exp og : R —]0, +00[ est stricte-
ment croissante et bijective.

(ii)) Comme Ina < 0, la fonction g est strictement décroissante et bijective. D’apres
Proposition 1.8 et Proposition 1.7, la composée expog : R —]0, +00[ est strictement
décroissante et bijective.

(iii) On a

aa:—‘,—y _ e(az—l—y)lna — 6a:lnaeylna — azay;
R a—m—i—w — CLO — eo-lna — e0 — 1’

a®bE = exlnae:rlnb _ em(lna+lnb) _ e:):ln(ab) _ (ab)z’

Ina® = In(exp(zIna)) = exp™ ' (exp(rIna)) = rIna;

(az’)y _ eyln(a ) — ey:(;lna — g%, 0

ProprosITION 2.15.

(i) Sip >0, alors la fonction x — xP est une bijection croissante de |0, +oo[ sur lui-méme.
(i) Sip < 0, alors la fonction x — aP est une bijection décroissante de |0,4o00] sur lui-
meme.

Voir Figure 2.

PREUVE. Posons ¢ :]0,+oo[— R la fonction définie par g(z) = plnz. Alors a? =
(exp og)().
(i) D’apres Théoreme 2.11, la fonction In :]0, +00[— R est strictement croissante et bijective
et comme p > 0, il en est de méme de la fonction g. De plus, d’apres Théoreme 2.10, la
fonction exp : R —]0, +o00[ est strictement croissante et bijective. D’apres Proposition 1.8
et Proposition 1.7, la composée exp og :]0, +00[— R est strictement croissante et bijective.

(i) Comme p < 0, la fonction g est strictement décroissante et bijective. D’apres Propo-
sition 1.8 et Proposition 1.7, la composée exp og :]0, +00[— R est strictement décroissante
et bijective.
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FIGURE 3. Les trois fonctions ont la méme limite en a.

3. Limites de fonctions

Pour simplifier les notations, on notera R I'ensemble R U {—o0, +00}.

DEFINITION. Soit f: D — R et a,/ € R. On dit que f(z) — ¢ quand z tend vers a, et
on écrit

lim f(z) =/fou f(x) — ¢

T—ra r—ra

si pour toute suite (a,) C D \ {a} telle que a, o wona f(ay) N l.
n—-+0o0 n—-+0oo

REMARQUES 3.16.

(i) Pour la définition de lim, ., f(x), il n’est pas nécessaire que f soit définie en a. De
plus, méme si f(a) est défini, I'existence et la valeur de la limite ne dépendent pas de
f(a). Voir Figure 3.

(ii)) Sia € Ret § > 0, alors 'existence et la valeur de lim,_,, f(z) ne dépend pas des valeurs
éventuelles de f en dehors de l'intervalle Ja — §,a + 6[. En effet, si a, — a, alors il
existe N € N* tel que a,, €]a—4,a+ [ pour tout n > N, et la limite de la suite (f(ay,))
ne change pas en omettant les premiers N — 1 éléments. On dit que la limite est une
propriété locale.

De maniere analogue, si a = 400 ou a = —oo et M € R, alors l'existence et la
valeur de lim,_,, f(z) ne dépend pas des valeurs éventuelles de f l'intervalle | — 0o, M|
ou [M, +o0l.



Les propositions 3.1 jusqu’a 4.6 du chapitre 2 donnent directement les propositions 3.21
a 3.30 suivantes.

PROPOSITION 3.17. Soit f: D — R et a € R.

flx) = 0= |f(z)] — 0.

Tr—a

PROPOSITION 3.18. Soient deux fonctions f : D - Retg: D =R, a€R, o, B €R.
Supposons que lim f(x) = {1 € R et lim g(x) = ly € R. Alors
Tr—a Tr—ra

(i) af(x) + Bg(z) ¢ aly + Bly.

(11) f(l')g(.]?) xja 8162.
Notation : Soit f: D - R, a € Ret £ € R.
(i) On écrit lim f(z) = (1 §'il existe € > 0 tel pour tout = € DN (Ja — &,a + [\{a}),
r—a
f(z) > et lim f(z) = L.
T—a
(ii) On écrit lim f(x) = £~ il existe € > 0 tel pour tout x € DN (Ja —¢,a + ¢[\{a}),

Tr—a

fla) < et lim fz) = ¢

PROPOSITION 3.19. Soit f: D — R et a € R.

() fla)  +o0= =~ = 0%,

f(x) z—a

(i) f(x) o= % - 0—.

(iii) f(x) e 0r = ﬁ = Foo.

(1v) f(x) 5 0% = % e

ProrosIiTION 3.20. B
Soit f: D — R etaeR.

. 1
f@) Z LeR =505 2.7

PROPOSITION 3.21. Soient deus fonctions f: D =R et g: D — R, a € R. Alors
(i) f(x) = (e RU{+o00} et g(x) - oo = f(z) 4+ g(x) — 00,

i) f()
(iii) f(z) g (>0 et g(x) - o= f(z)g(z) oo
(iv) f(x) e <0 etg(x) = +oo= f(z)g(x) = —oo.

PROPOSITION 3.22.
Soit f: D — R et a € R. On suppose que f(x) — €€ R. Alors
r—a

(i) Vee D, f(z) >a={>a.



(i) Ve € D, f(z) <a= (<.

PROPOSITION 3.23.

Soient deux fonctions f : D — R et g: D — R, a € R. Supposons que lim,_,, f(z) = {1,
lim, ,, g(x) = {5 et que pour tout x € D,

f(x) < glx).

Alors 07 < ¥,.

PROPOSITION 3.24 (Théoreme des gendarmes).

Soient trois fonctions f: D - R, g: D - R et h: D — R. Soit a € R. Supposons que
pour tout x € D,

f(x) < g(x) < h(x).

Si f et g admettent vers une limite commune finie au point a, alors h admet la méme limite
au point a.

PROPOSITION 3.25. B
Sotent deux fonctions f: D —- R et g: D — R, a € R. Supposons que pour tout x € D,
0< f(z) < g(x).
Alors
lim g(z) = 0 = lim f(z) = 0.

r—a Tr—a
PROPOSITION 3.26. -
Sotent deux fonctions f : D =R et g: D — R, a € R. Supposons que pour tout x € D,

f(z) < g(z).
(i) f(x) g +oo = g(x) e +00.
(ii) g(x) = = f(x) = —oo.

EXEMPLES 3.27. [Limites des polynomes et fractions rationnelles]
(i) La fonction identité idg vérifie, pour tout a € R, lim,_,, idg(z) = lim,_,, 7 = a.
(ii) Par multiplication des limites on peut en déduire que pour tout k € N* et a € R,

lim z* = a*.
r—ra

(iii) Si @ € R*, alors, d’apres Proposition 3.19

lim — = —
r—=a I a
(iv)
. 1
lim — =0+
r—+00 I
(v)
lim — =0-—
T—>—00 U



(vi) Soit un polynéme de degré p > 1, (¢, # 0)
p
F(@) = cpa® + cp1a® e = Z c;
=0
Alors, pour tout a € R, par somme des limites, lim,_,, f(z) = f(a).
Quand x — +o0, on écrit

— Sp—1 SN
f(:c)—(cp—l— . + +xp>x.

Or hmx_,+oo (Cp + Cp;l 4+ 4 acj_g) =cp et 11ma:—>+oo P = +00 donc

oo sic, >0,
lm f(e)={ 0 T
z—+00 —00  slc, <0,
et
+00  sic, >0 et m est pair,
. —00  sic, <0 et m est pair,
lim f(z)= 7 p :
T——00 —00  sic, >0 et m est impair,

+00  s1¢, <0 et m est impair.
vii) Soient deux polynomes de degrés p,q > 1 (¢, # 0 et d, # 0
P q
fx)=ca® +cp 1z’ P+ g et g(z) =dat +dy 3T+ -+ dy.
Alors, pour tout a € R tel que g(a) # 0, lim M = M.
wa g(z)  gla)
Quand x — +o0, on écrit
Cp+ cpax 4 o -
dq + dq_ll'_l + -+ dQJT_q

d’ou
cp/d, sip=gq,
im ——= =
z—rto0 () +00  sip > q et ¢y, d, sont du méme signe,

—00  sip>qetcy,d, sont de signes opposés.

Donnons maintenant une variante de la définition de la limite d’une fonction en un point

de R.

DEFINITION. Soit f: D - R, a€Ret £ €R.
(i) On dit que f admet la limite a droite ¢ en a et on écrit

lim f(z)=/ou f(z) — ¥,
z—at z—at
si pour toute suite (a,) C DN|a, +ool, telle que a, — a, on a f(a,) — ¢.
(ii) On dit que f admet la limite ¢ gauche ¢ en a et on écrit
lim f(z)={ou f(z) — ¢,
z—a~ z—at
si pour toute suite (a,) C DN] — 00, al, telle que a,, — a, on a f(a,) — ¢.
11



PROPOSITION 3.28. L’équivalence suivante a lieu :
lim f(z) =( < lim+ f(z) = lim f(z) ="
Tr—a

r—a Tr—ra

PREUVE.

Preuve de = :

Soit une suite (a,) C DN]a, +o0[, telle que a,, — a. Comme DNla, +oo[C D \ {a}, par
définition de lim,_,, f(z) = ¢, on a f(a,) — ¢. On a montré que lim, .+ f(z) = ¢.

Soit une suite (a,,) C DN| — 00, al, telle que a,, — a. Comme DN| — 00,a[C D \ {a}, par
définition de lim,_,, f(z) = ¢, on a f(a,) — ¢. On a montré que lim, .- f(z) = /.

Preuve de <.

Supposons d’abord que ¢ € R. Soit une suite (a,) C D\ {a} vérifiant a,, — a. Soit € > 0.
Comme lim, .+ f(x) = lim, .- f(z) = ¢, il existe Ny, Ny € N* tels que

n>N; et a,>a=|f(a,) =¥ <e,
et
n>Ny et a,<a=|f(a,) —{ <e,
Posons N = max { Ny, Ny}, alors
n>N=|f(a,) — (| <e.

Pour ¢ € {—o00,+00}, la preuve est analogue : il suffit de fixer R > 0 quelconque, et de
remplacer la condition |f(a,) — ¢| < € par a, > R et a,, < —R, respectivement. O

EXEMPLES 3.29. D’apres Proposition 3.19, on a
1
lim — =400, lim — = —o0.
z—04+ 2 z—0—
En particulier, la fonction f(z) = % n’a pas de limite en 0, ni finie, ni infinie.

REMARQUE 3.30. En fait, lim, . f(z) et lim,_,,4 f(z) sont les limites au sens ordinaire
des restrictions de f :

mlir(l;l, f(l’) = }jii’gf‘Dﬁ]foo,a[(w) et xliglJr f(l‘) = }}L%f‘Drﬂa,+oo[(x)‘
PROPOSITION 3.31 (Composées). B
Sotent f: D — R et g: E — R deux fonctions et soient a,b,{ € R. On suppose que
(i) f(D\{a}) C E\{b},
(ii) lim f(z) =D,
T—a
(iii) lim g(y) = ¢.
y—b
Alors lim(g o f)(x) = ¢.
Tr—a

PREUVE.
Soit (ay,,) une suite telle que (a,,) C D\{a} et a,, — a. On doit montrer que (gof)(a,) — £.
Par définition de lim f(x) = b, on a lirf fla,) =b.
r—a n—-+00

Comme (f(a,)) C E\ {b}, par définition de hrr;)g(y) =/(,ona lim g(f(a,))="~. O
y—r

n—-+4o0o
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EXEMPLE 3.32. [Limites de I'exponentielle et du logarithme]

(1) lim e® = +o0; (5) lim Inz = +oo;

Tr—+00 r—+00
(2) lim e® = 0; (6) lim Inz = —o0;

T——00 z—0t
(3) Vg € R, lim e” = ™ (7) lim Inz = Inzg, Vay > 0);

T—x0 T—x0
.er . T

)l T = e )t gy =

PREUVE. Voir Exercice 5.

(1) Pour tout z € R, on a e* > 1+ .
Comme 1+2x — o0, on en déduit que e* — +oo.

T——+00 T——+00
(2) En effectuant le changement de variables y = —x, et en utilisant la composée et
I'inversion de limites, ainsi que (1), on a
1
lim ¢ = lim e Y= lim — =0".
T—>—00 y——+o00 y—+oo Y

(3) Montrons d’abord que si lin% e’ — 1. D’apres les inégalités que 'on connait sur
T—

I’exponentielle, pour tout x < 1, on a

1+ <e" <

1—a
le principe des gendarmes implique que e* — 1.
Soit maintenant xq € R quelconque, alors d’apres ce qui précede lim e* ™ =1 et

T—rT0
en appliquant la multiplicativité de ’exponentielle,
e’ = e — ™0,
T—T0
(4) Pour tout z > 0 5514252 Doneer = (¢5)' 2 Dot & » 2
our tout x ,onae2 > — > —. Donce® = (e2) > —et —>—.
. 27 2 4 x 4
Comme — — 400, on en déduit que e* — 4o00.
T—+00 T—+00
(5) Utilisons la définition de lim Inz = 4o00. Soit (a,) une suite telle que a,, — +o0.
r—r+00

Pour tout R > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, a, > e®. Comme la
fonction In est (strictement) croissante, pour tout n > N, on a In(a,) > R.
On a ainsi montré que Ina,, — +o0.

(6) En effectuant le changement de variables y = %, et en utilisant la composée et
I'inversion de limites, ainsi que (5), on a

1
lim Inz = lim In (—) =— lim Iny = —oc.

x—0t+ Yy——+00 Yy Y—+00
(7) Montrons d’abord que lirri Inz = 0.

T—r
D’apres Théoreme 2.11, pour tout z > 0, on a Inz < 1 — 2. En appliquant la
méme inégalité a % > (0, on aaussi —Ilnzx =1In (1) <1-— i = %‘1 Donc

1—
xglnxgl—x

xz

Par le théoreme des gendarmes, on obtient lirr% Inx =0.
Tr—r
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Soit maintenant xq > 0. Alors

Inz=Inzog+Inz—Inzry=Inzy+ In (ﬁ) .
Lo

D’apres ce qui précede,

lim In <£> =limlny =0.

r—x0 To y—1

On obtient que lim Inz = In zy.
T—T0

(8) On effectue le changement de variables y = Inz <= x = ¢¥ et en utilisant (4), on a

: x e
lim — = lim — = +o0.
z—+oo Inx y—+oo Y
U
EXEMPLE 3.33. [Limites des puissances]
(1) Va>1, lim a® = 4o0; (4) Vp >0, lim zP = +4o0;
r——+00 r——+00
(2) Va >1, lim a® =0, (5) Vp >0, lim 2’ =07;
T——00 r—0+
(3) Ya > 0, Voo € R, lim a® = a"™; (6) Vp € R,Vzg > 0, lim a? = xf.
T—xQ T—T0
La notation x — 07 souligne que z¥ n’est défini que pour x > 0 en général.
PREUVE.
(1) Soit @ > 1. Alors, comme Ina > 0, on a hr_{l (zxlna) = +oo et
T—r+00
lim o = lim "™ = 400.
T—+00 r——+00
(2) Soit a > 1. Alors, comme Ina > 0, on a lim (xlna) = —o0 et
T——00
lim a® = lim "™ =0.
T—r—00 Tr—r—00
(3) Soit @ > 0 et xp € R. Alors lim (zlna) = zglna et
T—T0
lim a® = lim e = g — g%,
T—T0 T—T0
(4) Soit p > 0. Alors, comme lilf (plnz) = +o0 et
T—r+00
lim 2 = lim e’™* = 4o0.
T—r+00 T—r+00
(5) Soit p > 0. Alors, comme lim+(p Inz) = —o00 et
z—0
lim 2 = lim eP™™* = 0.
z—07F z—07t
(6) Soit p € R et xy > 0. Alors, lim (plnz) = pln(xg) et
T—TQ
lim 27 = lim ePn® = ePln(@o) — gb
T—T0 T—T0
O
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PROPOSITION 3.34 (Croissances comparées).

Les trois propriétés suivantes sont vérifiées.
qr
e

(i) Vp e R et Vg >0, lim — = +o0.

z—+oo P

q
(ii) Vp € R et Vg > 0, xglfoo (nz)
(i) Va > 1, ¥p € R, lim © = too.

z—+oo P

= +400.

PREUVE.
. . qT
(i) Sip=0,alors & = e — +o0.
xr—+00

Sip <0, alors e® — +ooet ip =z P — 400 donc # —  +o0.
T—+00 * T—+00 T8 z—+to0

Si p > 0. Alors pour tout x > 0,
SN AN
P £ p)

lim — = lim — = +o0,
T—+00 > X =400

d’apres les exemples 3.32(4). Et d’apres les exemples 3.33(4), on obtient

gz \ P
lim [
1m = 4-00.
T—+00 %

et” : p :
que — — +o0o. Finalement, comme <Q> > 0, on obtient

P z—4o00 p

et

lim — = +o00.

r—4o00 P
(ii) Pour > 0, on pose y = Inz. Alors
x4 ednz edy

(Inz)» ~ (Inz)p  y»
D’apres (i), on a
24 edy
lim = lim = — = +o0.
r—+00 (ln a:)P y——+00 YP

(iii) En appliquant (i) avec ¢ =Ina > 1, on obtient

T e Ina

. a .
Iim — = lim = +00.
r——4o0 P r—4o0o0 P

ExeEMPLE 3.35 (Fonctions trigonométriques).

Nous admettrons pour l'instant le lemme et la proposition suivants (voir I'annexe au
chapitre 3 pour plus de détails sur les fonctions trigonométriques).
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LEMME 3.36. Si 0 < h < /2, alors
0 <sinh < h < tanh.

PROPOSITION 3.37. Les identités suivantes ont lieu, pour tout x,y € R :

: : Ty Tty
sinz —siny = 2sin 5 cos 5

. ™
COS T = S1n 5—1’

REMARQUE 3.38. On peut déduire du Lemme 3.37 la relation suivante, pour tout x € R,

2
1—cosz=2 <sin <£>> .
2
En effet,

LT A ./ T—2x /TN . /x
1 — cosz = sin (—) — sin (— — x) = 2sin (—) CoS = 2sin (—) sin <—) .
2 2 2 2 2 2

PROPOSITION 3.39. Les inégalités suivantes ont lieu pour tous z,y € R :
(i) Pour tout h € R, |sinh| < |h|.
(ii) Pour tout x,y € R, |sinx — siny| < |z — y|.
(iii) Pour tout x,y € R, |cosx — cosy| < |z — y|.

PREUVE. (i) Soit h € R. Quitte a remplacer h par —h, on peut supposer h > 0.
Si 0 < h < 7, alors I'inégalité découle directement du Lemme 3.36.
Sih>7%,ona

Isin | §1<g§h:|h|
(ii) Soient z,y € R. D’apres Proposition 3.37,

2sinx_ycosx+y’ <2

r—y
2

|sinz —siny| =

(iii) Soient z,y € R. D’apres Proposition 3.37 et (ii) ci-dessus,

in (5 2) -5 0)| <[ - - )| -

|cosx — cosy| =

PROPOSITION 3.40.
(i) Pour tout a € R, limsinz =sina et lim cosz = cosa,

. Tr—a Tr—a
. .. sinxzx
(ii) lim =1,
z—0 X
e .1 —cosx 1
(iii) lim ——— = —.
z—0 1‘2 2
PREUVE.
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(i) D’apres Proposition 3.39, si  — a, on a
|sinz —sina| < |xr —a| -0 et |cosx —cosa| < |xr—a|l—0,
donc sinx — sina et cosx — cosa.
(ii) Il suffit de montrer que
sin x sin x

lim =1 et lim
z—=0+ T z—0— I

=1.

Pour 0 <z < 7, on a, d’apres Lemme 3.36,

sin x

O<sinz <z <tanzx = ,
cosx

et donc '
sin x

cosT < < 1.

Comme lim, g, cosx = lim,_,qcosz = cos0 = 1, il suffit d’appliquer le théoreme des

. sinzx
gendarmes pour conclure que lim =1
z—=0+ X
Pour la limite a gauche, remarquons que
. slnx . sin(—=x . siny
lim = lim M =1l =1.
z—=0— I x—0— —X y—=0+ Yy

(iii) En utilisant la relation démontrée dans Remarque 3.38, et (ii) ci-dessus, on obtient

2
1 —cosxz 2 < <x>>2 1 (sin (%) . 1
———— = — |sin | = =—- | ——= —.
2 22 2 2\ z ) o2
O

Afin de simplifier les écritures, on étend désormais les notions de sup et de inf au cas
des ensembles qui ne sont pas bornés en posant sup £ = 400 si E n’est pas majoré et
inf ¥ = —oo si E n’est pas minoré,

PROPOSITION 3.41. Soient a,b € R. Si f :Ja,b[— R est une fonction croissante. Alors
lim f(x) = inf f(Ja,b) et lim f(x) = sup f(]a. ).
Tr—a Tr—r
Si f :]a,b[— R est une fonction décroissante. Alors

lim f(@) = sup f(Ja,b) et lim f(x) = inf (. b).

PREUVE.

Supposons que f est croissante.

Cas ou f(Ja,b]) est borné.

Posons S = sup f(Ja,b]) et montrons alors que lim,_,,~ f(z) = S. Soit une suite (x,) C
la, b[ telle que x, — b. On veut montrer que f(x,) — S.

Soit € > 0. Par définition du sup, il existe ¢ €]a, b] tel que f(c) > S —e.
Comme z, — bet b—c > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N,

b—x,=|b—z,|<b—c= 1z, >c
17



Pour tout n > N, par croissance de f, on a alors
S 2 flzn) = f(e) >S5 —e=|f(zn) = S[=5— f(z.) <e.

On a bien montré que f(x,) — S.

Posons maintenant I = inf f(]a, b]) et montrons alors que lim,_,.+ f(z) = I.
Soit une suite (z,,) Cla,b| telle que z,, — a. On veut montrer que f(x,) — I. Soit € > 0.
Par définition de l'inf, il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) < I +e.

Comme z,, — a et ¢ —a > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N,

Tp—a=|r,—al<c—a=x,<c
Pour tout n > N, par croissance de f, on a alors
flan) < fle) <I+e=|f(za) — 1| = flzn) — I <e.
On a bien montré que f(x,) — I.
Cas ou S = +0.
Montrons alors que lim, ;- f(x) = +00.
Soit une suite (z,,) Cla, b[ telle que x, — b. On veut montrer que f(z,) — +oc.

Soit R > 0. Comme f(]a, b[) n’est pas majoré, il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) > R.
Comme z,, = bet b—c > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N,

b—x,=|b—z,|<b—c=z,>c
Pour tout n > N, par croissance de f, on a alors

f(z,) > f(c) > R.

On a bien montré que f(x,) — +o0.

Cas ou I = —o0.

Montrons alors que lim, .+ f(z) = —oc.

Soit une suite (z,) Cla, b[ telle que x,, — a. On veut montrer que f(x,) — —oo.
Soit R > 0. Comme f(]a, b[) n’est pas minoré, il existe ¢ €|a, b| tel que f(c) < —R.
Comme z,, — a et ¢ —a > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N,

Tp—a=|r,—al<c—a=z,<c
Pour tout n > N, par croissance de f, on a alors

f(zn) < f(e) < —R.

On a bien montré que f(x,) — —oo.
Supposons maintenant que f est décroissante. Alors —f est croissante. D’apres le cas
précédent,

lim f(z) = — lim (= f(z)) = — inf(=f(la, b])) = sup f(Ja, b])

limy /() = — lim(~ /() = —sup(~(Ja,b]) = i f(Ja, ]

18



FiGURE 4. [lustration de la proposition 3.44

EXEMPLES 3.42. Comme exp(R) =]0, +o0o[ et In(R) = R, on retrouve les limites

lim e* =0 lim e* = 400
b )
T——00 r—400
limInx = —o0, lim Inx = +o0.
x—0 T—>+00

Terminons cette section par la définition originale de Cauchy de la limite dans le cas
particulier ou a et ¢ sont finis :

PRrROPOSITION 3.43. Si f : D — R et a,A € R, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(a) lim f(z) = 4;
r—a
(b) Ve > 0 fizé, il existe § > 0 tel que
re€Det0<|z—al<d=|f(x)— Al <e.

PREUVE.

(a) = (b) Procédons par contraposée. Si la condition (b) n’est pas satisfaite, alors il
existe € > 0 pour lequel aucun ¢ > 0 ne convient. En particulier, les choix § = 1, %, %, ... ne
conviennent pas. Il existe donc une suite (x,) C D telle que

1
0<|z,—a|l<—= et |f(zn) —Al>c¢
n

pour tout n. Alors (z,) C D\ {a}, z, — a, et f(x,) 4 f(a), dou lim,_,, f(z) # A, donc
la condition (a) n’est pas satisfaite non plus.

(b) = (a) Soit (a,) C D\ {a} et a, — a. Soit ¢ > 0 fixé quelconque. On veut montrer
qu’il existe N € N tel que

n>N = |f(a,) — Al <e.
Par hypothese, il existe § > 0 tel que
re€Det0<|z—a|l<d=|f(x)— Al <e.
Et il existe N € N* tel que
n>N=0<la, —al <.
On a alors
n>N=0<la,—a| <d=|f(a,) —A| <e.
On a ainsi montré que lim f(a,) = A. O
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On peut généraliser cette proposition aux cas ou a ou A n’est pas fini. Les preuves sont
similaires a celle de la proposition précédente.

PROPOSITION 3.44. Soit f : D — R. Alors
(a) Soit a € R.
lim f(z) =400 <= VP >0, 30 >0:z€Det0<|x—a|<d= f(x)> P

r—ra

(b) Soit a € R.
lim f(z) = —c0 <= VP <0, 30 >0:2€Det0<|x—al <= f(zx)<P.

r—a

(c) Soit A € R.
lim f(z)=0<=Ve>0, dJzg>0:z€ D etx>zy=|f(x)— Al <e.

T—r+00
(d) Soit A € R.
lim f(x)=0<=Ve>0, dJop<0:x€Detr<zy=|f(r)— Al <e.

T—r—00

(e)
lim f(z)=40c0<=VP>0,320>0:2€ D etz >xy= f(zr)> P

r—r—+00

lim f(z)=—-00<=VP <0, dxg>0:x€ D etx>uzy= f(xr) <P

T—r—+00

lim f(z)=40c0<=VP >0, dzg<0:x €D etx <zg= f(x) > P.

T—r—00

lim f(z)=—-00<=VP <0, dxg<0:x€Detx<zy= f(x) <P

Tr—r—00
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FIGURE 5. Neuf cas de limites
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