CHAPITRE I : INTEGRALES DE RIEMANN SUR UN INTERVALLE |a, b

Dans tout ce chapitre, a et b désigneront deux nombres réels
tels que a < b.

1. Intégrales de fonctions en escaliers

Définition 1.1 (Subdivision).
On appelle subdivision d’un intervalle [a, b] une suite finie
de points 0 = {o; }j—0.. . telle que
a=op <o <...<ao,=>"b.
Une subdivision ¢’ est dite plus fine que o si o C o.
Définition 1.2. Soitn € N*. On appelle subdivision réguliere
de |a, b] toute subdivision 0 = {«; };—o..» telle que

b—a
;= a+]

, 7=0,...,n.
n

b—a

Danscecas,onacq; — a1 =—, j=1,...,n.

Définition 1.3 (Fonction en escalier).

On dit que f : [a,b] — R est une fonction en escalier s’il
existe une subdivision o = {a; };—¢,.., de [a, b] et des constantes
ci, - .. cy telles que

(1) Vie{l,...,n}, Vo €laj_1, a5, f(z)=rc,.

Soit f est une fonction en escalier. On dit que 0 = {«;},;—0..n
est une subdivision adaptée a f si celle-ci est constante sur chaque
intervalle Jo;_1, o]

Les valeurs de f(«;) n’ont pas d’importance.

Remarque 1.4. Toute subdivision plus fine qu’une subdivi-
sion adaptée a f est encore adaptée a f.

PROPOSITION 1.5. L’ensemble des fonctions en escalier sur
la, b], qu’on notera & ([a, b]), est un sous-espace vectoriel du R-
espace vectoriel des fonctions de |a, b| dans R.

DEMONSTRATION. Soient f,g € E([a,b]) et A € R. 1l ex-
iste alors une subdivision o adaptée a f et une une subdivision
o’ adaptée a g. En réunissant les deux, c U o’ = {a;}j=1..n
est adaptée a la fois a f et a g. Il existe alors des constantes
Cly.-.,Cpn,d1,...,d, telles que :

Vo €lajo1, 04, f(x) =¢j, g(x) =d;
1
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etdonc (Af + g)(z) = Af(z) + g(x) = A¢; + d;.
Autrement dit, A\f + g € £(|a, b]). u

Définition 1.6 (Intégrale d’une fonction en escalier).
Soit f

,,,,,

c1,-..,c, des constantes vérifiant (1). On appelle intégrale de
f sur |a, b] le nombre

/abf(l')dl‘ = i(%’ — j-1)¢;.

PROPOSITION 1.7.

b
Le nombre / f(x)dx ne dépend pas de la subdivision adaptée

a f.

DEMONSTRATION,

Considérons deux subdivisions adaptées a f: 0 = {a; } 0.
et 0’ = { Bk tr=o....m- Il existe donc des constantes ci, . .. ¢, dy, . .., dp,
telle que, pour tout j € {1,...,n} etpourtout k € {1,...,m},
ona:

Vo €laj_1, 05, f(x) = ¢j,Va €]55—1, Bil, f(2) = di.

Quitte a remplacer ¢’ par ¢ U o', on peut supposer que o’ est
plus fine que o. On a alors la situation suivante : pour tout j €

{1,...,n},
loj—1, 05[=16y, Bl U By B[ - U 1By > By |

{Bos -y Bt = A{Brts- - - Bt FU{ Bz, - - - 5kl22}U- U Brgs - Brp )

Vie{l,....;}, & =c;
On en déduit :

n n l; n l; m
Y lag—az )= D By =By )= | DBy =By )y | =D (B=5-1)d;.
j=1 j=1 \ I=1 j=1 \ I=1 k=1
|
PROPOSITION 1.8 (Positivité). Soit f : [a,b] — R une

fonction en escalier telle que
Va € [a,b], f(x) > 0.
Alors

/abf(:lz)d:v > ().
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DEMONSTRATION.

Soit ¢ = {a;};=0...» une subdivision de [a, b] et des con-
stantes cq, . . . ¢, vérifiant (1). Comme pour tout j € {1,...,n},
c; > 0et ozj — a1 > 0, alors

b n
f(z)de = Z(O‘J —oj1)¢; = 0
a j=1

PROPOSITION 1.9 (Inégalité triangulaire) Soit f € &(|a, b)).
Alors | f| est une fonction en escalier sur [a,b] et on a :

/f \da /!f )lde.

DEMONSTRATION

.....

stantes cq, . .. ¢, telles que

Vo €laj_1, a4, f(z)=c;.

Alors
Va €laj1, a5, [f(@)] = el
On a alors :
n b
f )da| = < —a;1) <Z| oyl = 3(es-os-lel - [ 1s@lds.

PROPOSITION 1.10 (Linéarité).

Soient f et g deux fonctions en escalier sur un intervalle
la,b]. Soit A\ € R. Alors \f + g est une fonction en escalier
sur |a, b. De plus, on a :

/ab (Af(z) + g(z)) de = )\/abf(x)d:c + /abg(x)dx,

DEMONSTRATION.

Soit o (resp. ¢’) une subdivision adaptée a f (resp. a g).
Alors 0 U 0’ = {a;};=1,. ., est adaptée a la fois a fetag. Il
existe alors des constantes ¢y, ..., c,,dq,...,d, telles que :

Vo €laj o, 4], f(x) = ¢, g(z) =d;.

On a alors :

Vo €laj1, o5, Af(z) +g(x) = Aej + d;.



De plus,

/ (f(2) + g(e))de = Z<aj—aj_1><cj+dj>

PROPOSITION 1.11 (Croissance).
Soit f et g deux fonctions en escalier sur |a, b] telles que

Va € la,b], f(z) > g(x).

/a (e > / gl

DEMONSTRATION. D’apres la linéarité (Proposition 1.10)
et la positivité (Proposition 1.8),

/abf(x)da:—/abg(a:)da::/ab (f(z) — g(x)) dz > 0.

PROPOSITION 1.12 (Relation de Chasles).
Soit f : la,b] — R une fonction en escalier et soit d €]a, b|.
Alors f est en escalier sur [a, d] et sur |d,b] et on a

/a b f(2)da = / d f(x)dx + /d b f(2)da

Alors

DEMONSTRATION.
On considere une subdivision 0 = {«; }‘7 0...n adaptée a f
sur |a, b]. Il existe alors des constantes ¢4, . . ., ¢, telles que

Vied{l,...,n}, Vo €laj_1, 4], f(z)=c;.
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Soit k I’indice tel que d €]ay_1, ag]. Alors {ap, ..., ay_1,d} est
une subdivision de [a,d] et {d, a1, ,...,q,} est une subdivi-
sion de [d, b]. On a

/abf(l")dﬂ? = > (a5 —a; )

7=1
k—1 n
= ) (g —aj1)ej + (o — apor)er + Y (0 — ajo1)e
j=1 Jj=k+1
k—1

— Z(ozj —aj1)¢; + (d — ap1)ep + (ap — d)eg + Z (a

- /acf(x)dx + /Cb f(x)dw.

2. Intégrales de fonctions continues sur |a, b|

Dans toute cette section, on considerera une fonction f con-
tinue sur |a, b] et des subdivisions régulieres, c’est a dire de la
forme :

ozj:a—l—%(b—a),jG{O,...,n}.

Définition 2.1 (Approximation d’ordre n). Pour tout n € N*,
on définit la fonction e, ( f) sur [a, b] par :

V] S {17 s 7n}7 Vi E}Oéj—la aj]a Gn(f>($) — f(OéJ)? €n<f)<a> — f(a)
La fonction e, (f) sera appelée approximation de f d’ordre n.
Cette fonction est clairement en escalier et la subdivision {a +

.....

Définition 2.2 (Somme de Riemann d’ordre n). On pose

5.1 = [ enlDide = 3 (12 sta)) =22 Zi;f(aﬂ'b —a)

1 n n n
j:

S, (f) est appelée somme de Riemann de f d’ordre n.

Définition 2.3 (Convergence uniforme). On considere des
fonctions g, : [a,b] — R pour tout n € N et une fonction
g : la,b] — R. On dit que la suite de fonctions (g, ), converge
uniformément vers g sur [a, b] si

tela,b]

—Qj_1)¢;



PROPOSITION 2.4.

Si une suite de fonctions en escalier (f,), converge uni-
formément vers 0 sur [a, b], alors

b
/ fa(x)dr =100 0.

DEMONSTRATION.
D’apres Proposition 1.9 et 1.11, on a

/ab folx)dx

On rappelle le théoreme suivant :

b b
< [h@lde < [ sup [£a(0]d = (b-a) sup |Fu(t)] 5o O

tela,b] tela,b]

THEOREME 2.5. On a

sup |f(z) — en(f)(2)] =100 0.

x€la,b]

Autrement dit, la suite de fonctions en escaliers (e,(f)), con-
verge uniformément vers f sur |a, b|.

DEMONSTRATION,

Soit ¢ > 0. Comme f est continue sur [a,b|, d’apres le
théoreme de Heine, elle est est uniformément continue sur [a, b].
C’est a dire qu’il existe p > 0 tel que

ly—z| <n=|fly) — f(z)] <e

Fixons NV > ”_T“ et considérons n > N.

On fixe z € [a,b]. Sixz = a, |f(a) —e,(f)(a)] = 0. Six €
Ja,b], il existe j € {1,...,n} tel que x €]a;_1,;]. On a alors
en(f)(z) = flaj)et|lz —ajl =a; —2 < aj —ajo; = 22 <
b_T“ < 1. On en déduit que

|f(z) —en(f)(2)] = [f(z) = flay)| <e.

Nous venons de montrer que sup |f(z) — e,(f)(z)| < €. Ceci
x€la,b]
termine la démonstration. H

Définition 2.6 (Suite de Cauchy). On dit qu’une suite réelle
(un)n est de Cauchy si pour tout € > 0, il existe N € N tel que
pour toutp > g > N, |u, — u,| < €.

PROPOSITION 2.7. Toute suite convergente est de Cauchy.
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DEMONSTRATION. Supposons que la suite (u,,),, est con-
vergente et notons [ = lim,, , . u,. Soit ¢ > 0, il existe N € N
tel que pour tout n > N, |u, — | < /2. Alors pour tout
p>q>N,ona

[y —ug| = |up—l+1—uy| < |u,—I|+|l—u,| <e/24¢/2 =c¢.

On admettra pour le moment le théoréme suivant :
THEOREME 2.8. Toute suite rélle de Cauchy est convergente

THEOREME 2.9.
La suite (S,(f))n est une suite de Cauchy dans R. Elle est
donc convergente.

DEMONSTRATION.

D’apreés Théoréme 2.5, la suite de fonctions (e, (f)), con-
verge uniformément vers f sur [a, b]. Soite > 0, il existe N € N
tel que pour tout n > N, on a

5
xsel[lal,)b] lep(2) — fl2)] < 20— a)

Prenons alors p > q > N. D’apres 1’inégalité triangulaire, on a

up [y () ey (2)] < sup_|ey(a)—F (@) sup feg(w)—f(x)] < .
r€la,b x€|a,b] x€la,b] ( —CL)

Autrement dit, la suite de fonctions (e, (f)), vérifie le critere de
Cauchy uniforme. Nous reverrons cette notion dans le cours sur
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les suites de fonctions.

5.0 =SBl = |0 Y Hlat ) =S fa

b—a < ,b—a b—a a
= > af(a+ pr a+j
7=1

b—a

)

b—a & b—a ~b—a
= S: S: ep(a+ 1 Y Y eq(a+1

J=11=p(j—1)+1

b—a

e 53 I=q(j—1)+1 b
b—af: ( +lb—a af: N
= e,(a eq(a+ 7
pg —= Pq pg ="
b—a|— < b—a b—a)
= ep(a+1 —eq(a+1
o 12 (e L —ea T
b— a b—a b—a
< epla+ 7 —eqla+ 7
pq ; 2 pg ) pq
b g 2
< sup |ey(x) — €q(z)] = (b —a) sup |ey(x)
pq 1—1 %€la;b] z€la,b]

Définition 2.10.
On appellera intégrale de f sur [a, b] le nombre

b b
/a f(x)dx = nl—lgloo Sn(f) = n1_1>151rloo ) en(f)(x)dz.
PROPOSITION 2.11.
Soit (g,)n une suite de fonctions en escalier qui converge
uniformément vers f sur |a, b]. Alors

b b
/ f(x)dr = lim gn(z)dx.
a n——+00 a
Autrement dit, I’intégrale de f ne dépend pas la maniere dont on
approche uniformément f par des fonctions en escalier.

DEMONSTRATION.

Comme les deux suites de fonctions (g, ), et (e,(f)), con-
vergent toutes les deux uniformément vers f sur |a, b], la différence
gn — €x(f) converge uniformément vers O sur [a, b]. D’apres les

)

b—a
pq

)
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propriétés des intégrales de fonctions en escalier, on a :

/abgn(x)dx—/ab en(f)(x)dr = /ab (gn (@) — en(£)(2)) d =400 0.

Autrement dit, f: gn(x)dx converge vers la méme limite que

[P en(f)(x)d. n

Définition 2.12.
On pose :

/aa f(2)da = 0; /b f(z)da = — /abf(x)da;.

PROPOSITION 2.13 (Positivité).
Soit f : |a,b] — R une fonction continue telle que

Va € |a,b], f(x) > 0.
Alors

/abf(x)dx > 0.

DEMONSTRATION,
Par définition, pour tout n € N et pour tout x € |[a,b],
en(f)(x) > 0 et d’apres Proposition 1.8, on a :

/ab en(f)(x)dx > 0.

On conclut par passage a la limite. H

PROPOSITION 2.14 (Linéarité).

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a, b|.
Soit A € R. Alors on a

/ab A (z) + g(z)dx = A/abf(x)da: + /abg(x)dx.

DEMONSTRATION. Par définition, pour tout n € N et pour

tout x € [a,b], e,(Af+g)(x) = Aen(f)(x)+e,(g)(x) et d’apres
Proposition 1.10, on a :

/ (M) (@)de = / en(£)(@) + enlg)(@)) dr = A / en(f) (2)dat / n(9)(@)dz.

On conclut par passage a la limite. |

PROPOSITION 2.15 (Croissance). Soit f et g deux fonctions
continues sur |a, b| telles que

vz € [a,b], f(z) = g(x).
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Alors

/abf(:zz)daz > /abg(a:)dx.

DEMONSTRATION. D’apres la linéarité (Proposition 2.14)
et la positivité (Proposition 2.13),

/abf(x)d:c — /abg(x)dx = /ab (f(z) — g(z))dz > 0.

PROPOSITION 2.16 (Inégalité triangulaire).
Soit f : la,b] — R une fonction continue. Alors | f| est une
fonction continue sur [a, b] et on a

/f \da /!f )lde.

DEMONSTRATION,
Par définition, pour tout n € N et pour tout x € |[a,b|,
en(|f)(x) = |len(f)(x)] et d’apres Proposition 1.9, on a :

[ etpwe] < [eatnwi= [ et

On conclut par passage a la limite et en observant que :
b
|t

PROPOSITION 2.17 (Relation de Chasles).
Soit f : |a,b] = R une fonction continue et c € |a,b]. Alors

AU@M—L%@M+[U@M

DEMONSTRATION.
D’apres Proposition 1.12, pour tout n € N et pour tout x €
la,b],ona:

= = lim
n—-+o0o

/ab e () (@)dz| .

lim / e () ()dr

n—-+o0

/ab en(f)(x)dr = /ac en(f)(x)dx + /Cb en(f)(z)dz.

On conclut par passage a la limite. |
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PROPOSITION 2.18. Soit f : |a,b] — R une fonction con-
tinue et positive telle que

/a ' fla)de =

Vo € [a,b], f(x)=0.

Alors

DEMONSTRATION. Procédons par contraposée et supposons
qu’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) > 0 (on peut supposer que
¢ €la,b[). Alors, par continuité de f, il existe ¢ > Oetd €
[c—e,c+¢] Cla,b] tel que :

Ve elc—e,c+e|, flx)> f(d)>0
En utilisant les propositions 2.17, 2.13 puis 2.15, on obtient :

/ f(x)dz = /C8 f(x)dx + j+€f(a;')da: + f(x)dx

cte

cte cte
> / fayde > [ f(d)de = 2cf(d) > 0

THEOREME 2.19 (Théoreme fondamental du calcul différentiel).
Soit f : la,b] — R une fonction continue. Alors la fonction F
définie sur [a, b] par :

Vx € |a,b], /f

o F estde classe C' sur [a, b,

o Vr € [a,b], F'(x) = f(x) (c’est-a-dire que I est une
primitive de f),

o [ est la seule primitive de f qui s’annule en a.

Vérifie :

DEMONSTRATION. Soit ¢ €]a, b[ ete > 0. Par continuité de
f au point ¢, il existe n > 0 tel que |¢ — 1, c+n[Cla, b] et tel que
pourtoutt €lc—n, c+nl, | f(t)— f(c)| < e. Soitx €|lc—n, c+7.
D’apres la relation de Chasles, on a:

= [ s~ [ s [ roa = ro [

donc i
= / f(t)dt
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F(z) — F(e) - (x — ()] = /xf(t)dt—(af—c)f(C)

A |
Q\.> (‘\,
8 8
— —~
= =
—
= =
|
~
- —~
= &
- ~—
S

< |e—zle.

En supposant  # ¢, on obtient :

F(‘”iz:f(c) —fle)| <¢
On a montré que
F(z) — F(c) _
o = f(O);

autrement dit que £’ est dérivable au point c et que F'(c) = f(c).

Par continuité de f au point a, il existe n > 0 tel que [a, a +
n[C |[a,b] et tel que pour tout t € [a,a + [, |f(t) — f(a)|] < €.
Soitz € [a,a+n]. Ona:

F(z) - F(a) - (z — a)f(a)] = / F()dt — (x — a)f(a)

[ - s >>dt\

/ () — Fla)) dt

< Ja—zxle.

I

En supposant z # a, on obtient :

|F(.%’)—F<a)_f<a> < e
On a montré que
F(x) — F(a)

T —a 7 r—at— f(a)a
autrement dit que F' est dérivable a droite de a et que cette
dérivée a droite vaut f(a).

Par continuité de f au point b, il existe n > 0 tel que |b —
n,b] Cla,b] et tel que pour tout t €]b — n,b], | f(t) — f(D)| < e.
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Soitz €]b —n,b]. On a:

P) - FO)— -0 0] = | [ o= $—®ﬂ@'

[ - f@»ﬁ‘

< /If (b)] di

< |[b—xzle.
En supposant © # b, on obtient :
F(z) — F(b)
— f(b :
FO=0 ) <
On a montré que
F(x)— F(b
(U]
x—b

autrement dit que F' est dérivable a gauche de b et que cette
dérivée a gauche vaut f(b).

Finalement, F' est dérivable sur |a,b] et F' = f. Comme f
est continue sur [a, b], F' est de classe C' sur [a, b].

Supposons maintenant que G est une autre primitive de f qui
s’annule en a. Posons H = F' — (. On a alors,

Vo € [a,b], H (z) = F'(2)—G'(z) = f(x)—f(x) =0; H(a) = F(a)—G(a) = 0.

D’apres le théoreme des accroissements finis, pour tout ¢ &
a, b], il existe z €]a, c| tel que

H(c)=H(c)— H(a) = H'(z)(c —a) = 0.

Autrement dit, H est identiquement nulle, ¢’est-a-dire que F' =
G. H

COROLLAIRE 2.20. Soit G : [a,b] — R de classe C*. On a,
pour tout x € |a, b],

/ "Gt = G(x) — Gla).

DEMONSTRATION. On pose f = G’ et on applique le théoréme
précédent, la fonction z — [ G'(t)dt est I'unique primitive
de GG’ qui s’annule en a. Elle coincide donc avec la fonction
r:— G(x) — G(a). u
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THEOREME 2.21 (Changement de variables). Soit ¢ : [a, b] —
R une fonction de classe C* et soit f : ¢([a,b]) — R une fonc-
tion continue. Alors on a :

@(b) b
F(t)dt = / F((2))d (z)de.
¢(a) a

DEMONSTRATION. Soit F' une primitive de f. On a alors :

@(b) @(b)
/ F(Hdt = / F'(t)dt = F(6(b)) — F(6(a))
¢(a) ¢(a)

— (Fog)(a)— (Fog)(b) = / (F 0 ¢ (2)da
- / F(9())é (x)da = / F(6(2)d (@)de.

Remarque 2.22. Lorsque ¢ est strictement croissante sur |a, b],
on a ¢([a,b]) = [p(a),d(b)]. 1l suffit alors de vérifier que ¢
est continue sur [a, b] et que f est continue sur [¢(a), ¢(b)]. De
méme, lorsque ¢ est strictement décroissante sur |a, b], ona ¢([a, b]) =
[6(b), ¢(a)]. Il suffit alors de vérifier que ¢ est continue sur |a, b]
et que f est continue sur [p(b), ¢(a)]. ¢

THEOREME 2.23 (Intégration par parties). Soit f, g : [a,b] —
R deux fonctions de classe C1. Alors on a :

/ F(©)g(t) = [f(Dg(e)]) - / F(t)g (t)dt,

ol on a noté

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que :

/ F(6)g(t) + / (g (Dt = / (F(D)g(t) + F(B)g (£))de

= [ (oYt = (F9)(®) ~ (F9)(a) = £ (Do (t)

b

a’
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3. Fonctions continues par morceaux

Définition 3.1 (Fonction continue par morceaux).

On dit que f : [a,b] — R est continue par morceaux s’il
existe une subdivision o = {«; }o=1.., de |a, D] telle que, pour
tout j € {1,...,n}ona:

e f est continue sur chaque intervalle o1, o] ;
e la limite de f a droite de «;_; existe. On la notera

fHaja) s
e la limite de f a gauche de «; existe. On la notera
f~(a).
Pour tout j € {1,...,n}, on notera alors f; la fonction définie

par :

Vo €laj o, a4, fi(x) = f(2), filey) = [ (), filaj1) = fT(aj).

Chaque fonction f; est ainsi par définition continue sur |oy;_1, o).

Remarque 3.2. Toute fonction continue sur [a, b] est continue
par morceaux sur [a, b]. Toute fonction en escalier sur [a, b] est
continue par morceaux sur [a, b].

Définition 3.3 (Intégrale de fonction continue par morceaux).

En reprenant les notations précédentes, on définit I’intégrale

de f par:
b n a4
[ r@ar=3" [ fwys

Les propositions (2.13), (2.14) , (2.15), (2.16) et (2.17) sont
encore valables si on remplace f continue par f continue par
morceaux.

PROPOSITION 3.4. Toute fonction continue par morceaux
sur |a,b] se décompose en somme d’une fonction continue et
d’une fonction en escalier sur [a, b].

DEMONSTRATION. Soit f : [a,b] — R une fonction con-
tinue par morceaux. On définit / sur [a, b] par :

h(a) = f(a"),

\V/j € {17 s 7n}7 Vi E]O‘j—la@j[a h(x) — f(x) + (f_(ak) — f+(ak))7

hay) = [ (o) + Z(f_(o%) — [T (ax))
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Et on définit e par :

e(a) = fla) = f(a),

Vi€ {l,...,n}, Vo €loy_r, 5] e(x) = Y (fT () = f(an),
lag) = Flag)— Flag) = 30 ()

On a bien f = h + e et e est en escalier. Il reste a vérifier que h
est continue sur [a, b] : Pour tout j € {1,...,n}, h est continue
sur |a;_1, ;| comme somme de fonctions continues.

Jim o) =l () S04 )~ o)
— flag+ :<f<ak> ~ () = hlay)
i @) =l (/) + :u(ak) )
— Frlag)+ Zz_;f-(ak) )
— Flag) §<f<a ) = F (o)) = hlay )

Remarquons que I’on a :
b b b
/f(a:)dx:/ h(a:)dx+/ e(x)dx.

Remarque 3.5. L’ensemble C), ([a, b]) des fonctions contin-
ues par morceaux sur [a, b] est un R-espace vectoriel. Il con-
tient le sous-espace £([a, b]) des fonctions en escalier sur [a, b]
et le sous-espace C°([a, b]) des fonctions continues sur [a, b]. La
derniere proposition dit que

Com([a;8]) = C*([a,0]) + E([a, b]).

De plus,
C°([a,b]) N &E([a, b]) = {fonctions constantes sur [a, b]}.

— (o))



3. FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX

La somme n’est donc pas directe, mais elle n’en est pas loin.
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