CHAPITRE II : INTEGRALES GENERALISEES

Dans tout ce chapitre, on posera —oco < a < b < 4-00.

1. Définitions

Définition 1.1.

e Soit f : [a,b[— R une fonction continue. Pour tout = € [a, b[, on pose

F(z) = / " Fdt.

On dit que I’intégrale de f sur [a, b] est convergente si F'(x) admet une limite quand x
tend vers b a gauche. On note alors :

/ b Fdt = tim [ Fe.

T—=b" Jgq

e Soit f :]a,b] — R une fonction continue. Pour tout x €]a, b, on pose

b
F(z) = / f(t)dt.

On dit que I’intégrale de f sur [a, b] est convergente si F'(x) admet une limite quand x
tend vers a a droite. On note alors :

/: f(t)dt = lim /: Ft)dt.

e Soit f :]a,b[— R une fonction continue. On dit que I'intégrale de f sur [a,b] est

convergente s’il existe ¢ €a, [ tel que les deux intégrales [ f(¢)dt et fcb f(t)dt con-
vergent. Dans ce cas, on pose :

b c b
/f@ﬁ:/f@ﬁ+/f@ﬁ
On peut alors remplacer ¢ par n’importe quel autre élément de |a, b|.

2. Exemples de référence

PROPOSITION 2.1.

+o00
(1) L’intégrale / t—adt converge si et seulement si o > 1.
L .
(2) L’intégrale / t—adt converge si et seulement si o < 1.
0

DEMONSTRATION.



(1) Casa=1

1
/ ;dt =[Int]f =Inx =, 00 +00.
1

L’intégrale diverge.

Casa <1
71 1 1
—dt = t=e]r = o) 5 .
|t 1—Oz[ }1 1_a(l‘ ) —+oo 100
L’intégrale diverge.
Casa >1
1 1 1 1 1
—dt = e 1) = 1— —rtoo — -
p e -« (= ) a—l( ma—l) AR
Lintégrale converge et vaut ——.
2) Casa=1
1q )
/ gdt =[Int], = —Inax —,_o+ +00.
L’intégrale diverge.
Casa <1
1
1 1 1 1 1
—dt = o]t = 1 — gl .
. 1@ 1—0z[ Lﬁ 1—a( ‘ ) ST
L’intégrale converge et vaut ﬁ
Casa >1
1
1 1 1 1
—dt = 1—at) = —1) =, :
L 1 1—a( v ) a—l(xa—l > —0+ 00

L’intégrale diverge.

+oo
Remarque 2.2. L’intégrale / t—adt diverge donc pour toutes valeurs de a.
0

PROPOSITION 2.3.
L’intégrale f0+°° e dt converge si et seulement si o < 0.

DEMONSTRATION.

Posons F(x) = [ e**dt pour = € [0, +00| et étudions la limite de F'(x) quand 2 — +o0.

Casa=0

/ eMdt = / ldt = x —4 100 +00.
0 0

L’intégrale ne converge pas.
Casa >0 . . .
at at]® ax
eMdt = — |e =—(e* —1) 2400 +00.
/ L ()7 = 2 1) e
L’intégrale ne converge pas.



3. PROPRIETES 3

Casa <0

* 1 1 -1
atdt - cxtx:_ az_1_>$ - —.
et = e = e 1) i

L’intégrale converge et vaut ’?1 |

3. Propriétés

PROPOSITION 3.1 (Linéarité). Soient f,g deuxfonctions continues sur )a,bl. Si fabf(t)dt
et f g(t)dt convergent, alors pour tout o € R, f af(t) + g(t))dt converge et on a :

/ab(af(t)+g(t))dt—a/a f(t)dH/abg(t)dt

DEMONSTRATION. Soit ¢ €]a, b[. Pour tout = € [c, b, f est continue sur [c, z] donc on a

/j(af(t)+g(t>)dt—a/jf(t)dH/jg(t)dt

En faisant tendre x vers b a gauche, on obtient

/cb(af(t)+g(t))dt—a/cbf(t)du/cbg(t)dt

Pour tout = €a, ], f est continue sur [z, c| donconaona:

/:(ozf(t) +g(t))dt = a/:f(t)dt + /;g(t)dt.

En faisant tendre x vers a a droite, on obtient

/:(af(t) +g(t))dt = oz/acf(t)dt + /acg(t)dt.

On sommant (3) et (3), on obtient finalement
b b b
/ (af (t) + g(t))dt = a/ F()dt + / o(t)dt.

PROPOSITION 3.2 (Croissance) Soient f, g deux fonctions continues sur |a, bl. On suppose
que pour tout x €la,b|, f(z) < g(x), et que f f(t)dt etf g(t)dt convergent. Alorsona :

/ Fo)dt < / o(t)dt.

DEMONSTRATION. Pour tout z € [c, b, f est continue sur [c, 2] donc on a

/f dt</ g(t)dt.
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En faisant tendre x vers b a gauche, on obtient

/  Ht < / " o)t

Pour tout = €a, ¢], f est continue sur [z, ¢| donc on a

/f dt</ o(t)dt.

En faisant tendre x vers a a droite, on obtient

/ f(tyt < / gty

On sommant (3) et (3), on obtient finalement
b b
/ Fe)dt < / o(D)dt.

THEOREME 3.3 (Changement de variables). Soir ¢ ]a, b[— R une application de classe C*
et strictement croissante. On note l, = lim; .+ ¢(t) € RU {—o00} et [, = lim;_ - ¢(t) €
R U {+00}.

Soit f :]l,, ly[— R une fonction continue.

Alors les deux intégrales flib f(z)dz et f; f(o(t))@'(t)dt sont de méme nature et lorsqu’elles

Convergent, ona.
b lp
/ Fo) @it = [ fa)d

DEMONSTRATION. Soit ¢ €]a, b[. Remarquons qu’étant strictement croissante et continue,
¢ est bijective de |a, | vers |l,, ¢(c)] et de [c, b[ vers [¢(c), lp[.
D’apres la formule de changement de variables pour les fonctions continues, pour tout u €

la,c],ona
é(c)
/ f(¢ t)dt = f(x)dx
P(u)

Comme = — u™" si et seulement si ¢(u) — I}, les intégrales [ f(p(t))¢/(t)dt et fl ©) ¢ r)dx
sont de méme nature et en cas de convergence elles sont égales.
De méme, pour tout u € [c, b[, on a

/ f(o /;c()u) f(z)dz.

Comme u — b~ si et seulement si ¢(u) — [, les intégrales fcb f(o(t)e' (t)dt et fdlfzc) f(z)dx
sont de méme nature et en cas de convergence elles sont égales.



3. PROPRIETES 5

Par définition, fab f(&(t))¢' (t)dt converge si et seulementsi [ f(¢(t))'(t)dt et fcb (o) (t)dt

convergent toutes les deux De méme, fll” f(z)dz converge si et seulement si fl¢(c) f(z)dz et
Iy

6(0) f(z)dz convergent toutes les deux. En cas de convergence, on a d’aprés ce qui précede

/abfw(t) )t = /f dt+/f

= f( )dx + f()

la #(c
lp

= f(z)dx.

la
|

THEOREME 3.4. [Intégration par parties] Soit f, g :|a,b[— R deux fonctions de classe C".
Sila fonction fg admet des limites finies en a™ et en b~, alors les deux intégrales f; f'(t)g(t)dt

et f f(t)g'(t)dt sont de méme nature et lorsqu’elles convergent, on a :

f%mw—mm@m—/meWt

ou on a noté

[f(H)g()]% = lim (f(t)g(t)) — lim f(t)g(t)

t—a™t t—b—

DEMONSTRATION. Soit z,y €]a, b[. La formule d’intégration par parties sur [z, y| donne :

/@wmwzf@mw—ﬂ@m@—/ﬁuw@w

11 suffit ensuite de passer a la limite quand z — a™ ety — b™. |

PROPOSITION 3.5. Soit f : [a,b[:— R une fonction continue. L’intégrale fabf(t)dt con-
verge si et seulement si pour toute suite (x,,),, C |a, b[ qui converge vers b, la suite ([ f(t)dt),
est convergente. De plus, en cas de convergence, on a :

/abf(t)dt = lim_ / F(t)dt

DEMONSTRATION 11 suffit d’appliquer un résultat vu dans le cours sur les suites réelles.

Posons F'(x f f(t)dt. On sait que F'(x) a une limite au point b~ si et seulement si pour
toute suite ( n)n C [a,b] qui converge vers b, la suite (F(x,)), est convergente et en cas de
convergence,

lim F(z)= lim F(z,).

z—b~ n—+00



4. Criteres de convergence pour les intégrales de fonctions positives

Les propriétés suivantes seront énoncées pour des fonctions continues sur [a, b[ mais sont
facilement transposables au cas des fonctions continues sur |a, b].

PROPOSITION 4.1. Soit f : [a, b[:— R une fonction continue. Alors fab f(t)dt converge si et
seulement il existe M > 0 telle que, pour tout x € [a, b],

- /;f(t)dt < M.

Dans le cas contraire, F(x f f(t)dt —,_p- +00.

DEMONSTRATION. Comme f est positive, la fonction F'(z f f(t)dt est croissante sur
[a, b[. 11 suffit d’alors d”appliquer le résultat analogue sur la convergence en un point de fonctions
croissantes. |

PROPOSITION 4.2 (Comparaison par inégalités).
Soient deux fonctions continues f,g : [a,b[— RT. Supposons qu’il existe une constante
A > 0 telle que pour tout x € |a, b],

0 < f(z) < Ag(x).
Alors
(i) Silintégrale fab g(t)dt converge, alors 'intégrale f b f(t)dt converge.
(i1) Si l’intégrale fbf t)dt diverge, alors lintégrale f g(t)dt diverge.

DEMONSTRATION. On pose F(z) = [ f(t)dt et G(x) = [ g(t)dt. On utilise la proposi-
tion 4.1 :
(1) Si I'intégrale f g(t)dt converge, alors il existe M > 0 tel que, pour tout = € |[a,b],
G(z) < M. Alors
0< F(x) < A\G(x) < AM.

On en déduit que la série f: f(t)dt converge.
(i) C’est la contraposée de (i).
|

PROPOSITION 4.3. [Comparaison par petit o]
Soient deux fonctions continues f,g : [a, b[—> R*. Supposons que f(z) =, o(g(x)).

Alors la convergence de f g(t)dt implique celle f f(t)

DEMONSTRATION.
Rappel : f(t) =; - o(g(t)) veut dire qu’il existe » > 0 et une fonction & : [b — n,b[— R
telle que

h(t) =i 0 et VE € [b—n,b, f(t)=h(t)g(t).

Si g ne s’annule pas au voisinage de b~, ceci est équivalent a : % b 0.

N}
N’



4. CRITERES DE CONVERGENCE POUR LES INTEGRALES DE FONCTIONS POSITIVES 7

Remarquons que h est positive. Il existe > ¢ > 0 tel que pour tout t € [b—e¢,b|, |h(t)] < 1.
On a alors

Vte[b—ebf, f(t)=nh(t)g)<g(t)
D’apres Proposmon 4.1, f g(t)dt converge <= fb (t)dt converge = fbb_a f(t)dt converge
— [ f(t)dt. [ |

PROPOSITION 4.4 (Comparaison par équivalence).
Soient deux fonctions continues f, g : [a,b[— R*. Supposons que f(t) ~; ;- g(t). Alors les

deux intégrales f; f(t)dt et f g(t)dt sont de méme nature.

DEMONSTRATION.
Rappel : f(t) ~; ;- g(t) veut dire qu’il existe 7 > 0 et une fonction & : [b — 7, b|— R telle
que
h(t) == 1 et VEe[b—nb[, f(t)=h(t)g(t).

Si g ne s’annule pas au voisinage de b—, ceci est équivalent a : ! é )) —p— L.

Remarquons que h est positive. Il existe n > ¢ > 0 tel que pour toutt € [b—e, b, |h(t) —1] <
1. On a alors,

viep—eb, g <1-|h(t) -1 <h()<h() —1[+1<>
et par conséquent
59(1) < F(0) = h(D)g(t) < Sg(0).
D’aprés Proposition 4.1, f g(t)dt converge <= fb g(t)dt converge <= fb _f(t)dt =
fa f(t)dt converge. [ |

PROPOSITION 4.5 (Intégrales de Bertrand). L’intégrale f;oo
mentsia > lou(a=1et > 1)

Wdt converge si et seule-

DEMONSTRATION.
Casoua=1,65=1:
rdt In(Int))]} =In(Inx) =440 +00.
nt
L’intégrale diverge.
Casoua=1,6<1:

[ et = [ 40P = g [0 ]2 = 25 () = 1) i o

t(Int)?

L’intégrale diverge.
Casoua=1,0>1:

/: %dt = /: %(Int)_ﬁdt = 1% [1- (lnt)l_ﬂ]z = %1 (1—(n2)"") =iin

t(Int)p
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L’intégrale converge et vaut ﬁ
Pour le cas ou « # 1, nous allons utiliser la comparaison par petit o (Proposition 4.3) avec

+oo
I’intégrale / ey ———=dt qui, d’apres Proposition 2.1 converge si o > 1 et diverge si a < 1.

Rappelons d’ abord que pour tout @ > 0 et pour tout b € R, (Int)” =, o, o(t?), c’est a dire

que (Int)bt=% —;, . 0.
14+

Cas ou o > 1 : Remarquons que t*%(ln t)™? —i 100 0, autrement dit que

l
to‘(lnt)

= (111t) ;= 0( le ). La convergence de f > t1+a dt implique la convergence de f;oo = ln e dt-
Cas ou a < 1 : Remarquons cette fois-ci que —(ﬂ? (In t)ﬂt =N —¢ 100 0, autrement
pEas
—+00 —+00
1 1
. 1 . .
dit que T = oz (ln 7 ). La divergence de /e pr=sy ——dt implique la divergence de /e Ty i) dt.
|

5. Convergence absolue

Définition 5.1 (Convergence absolue). On dit qu’une intégrale fab f(t)dt est absolument con-

vergente si fab | f(t)|dt est convergente.

THEOREME 5.2. Si fab |f(t)|dt converge, alors fab f(t)dt converge. On a alors :

ﬁFKWWt

DEMONSTRATION. Supposons que |, b | f(t)|dt converge et posons

/fdtG /[f\dt

Soit (x,),, une suite de [a, b[ qui converge vers b. Alors la suite (G(x,,)),, converge vers f: |f(t)|dt.
En particulier, elle de Cauchy. Soit € > 0. Il existe N € N tel que pour toutp > g > N,

Glay) ~ Glan)l = | [ 10lat| <=
On en déduit, pour toutp > q > N,
Fa) ~ Fla)| = | [ e < | [ 1r(olae] <=

Nous avons montré que la suite (F'(z, )) est de Cauchy, autrement dit / |f(t)|dt est une

intégrale convergente. Pour tout = E a, 0, on

a .
/f dt</|f |dt‘




5. CONVERGENCE ABSOLUE 9

Par passage a la limite quand z — b,
b b
[ o] < [

Définition 5.3. On dit qu'une intégrale est semi-convergente si elle convergente mais pas
absolument convergente.

THEOREME 5.4 (Critere d’Abel). Soient f : [a,b[— R une fonction de classe C' et g :
[a, b[— R une fonction continue. On suppose que

(i) 1l existe M > 0 tel que pour tout x € [a,b], g Ydt| < M;

(ii) f est décroissante sur |a,b|;
(iii) lim, ;- f(t) = 0.
Alors lintégrale fab f(t)g(t)dt est convergente.
DEMONSTRATION. Remarquons que f est positive et que sa dérivée f’ est négative.
Posons G(z) = /x g(t)dt pour tout = € [a,b]. G est une fonction de classe C' sur [a, b],
G/ —

Montrons d’abord que I'intégrale [ f'(¢)G(t)dt est absolument convergente, autrement dit

G(z)| < M pour tout = € [a, b|.

a

que I’intégrale / | f G(t)|dt est convergente.

Pour tout = E ,ona

/u (e <1 [ 170l
:_M/f i

— f(x)) < Mf(a)

D’aprés Proposition 4.1, I'intégrale [ | f'(¢) ( )\dt converge.
De plus, pour tout = € [a, b],

|G () f(2)] < M|f(x)] —=a-p- 0
donc G(z) f(x) —4p- 0.
D’apres Théoreme 3.4 sur I’intégration par parties, 1’ intégrale f; f(t)g(t)dt converge et

[ gt = tim f@)G(@) - fla)Gla) - [ FOGOE =~ [ FOGc0:

z—b—



