Chapitre 1 - LE CORPS DES NOMBRES REELS

1. Structure de corps commutatif

L’ensemble des nombres réels, noté R, est muni d’une addition et d’une multiplication vérifiant
les axiomes suivants :

Axiomes de I’addition
AlVreR Vye R, z+yeR.
A2 (Commutativité) Vx € R,Vy e R,  +y =y + .
A3 (Associativité) Vz € R,Vy e R,Vz € R, (x +y) + 2z =2+ (y + 2).
A4 (Elément neutre) Il existe un élément 0 € R tel que Vo € R, 0 + z = .
A5 (Elément inverse) Vo € R, il existe —z € R : z + (—x) = 0.

Axiomes de la multiplication

Ml1VzeR VyeR xxyeR.

M2 (Commutativité) Vz € R,Vy € R, z Xy =y X .

M3 (Associativité) Ve € R,Vy e R,Vz € R, (z xy) x z =z X (y X z).

M4 (Elément neutre) Il existe un élément 1 € Rtel que 1 # 0,etVz € R, 1 X z = a.
M5 (Elément inverse) Vo € R\ {0},ilexistez~' € R\ {0} : 2 x 27 = 1.

Axiome de la Distributivité
DVeeR VyeR VzeR, zx(y+2)=(rxy)+(rx2).

Remarque 1.1. Les propriétés Al,---, A5, M1, ---, M5, D expriment que R est un corps
commutatif.

PROPOSITION 1.2. Il y a unicité des éléments neutres et des inverses pour I’addition et pour
la multiplication.

PREUVE. Montrons que I’addition admet un unique élément neutre. Supposons que 0 et '
sont deux éléments neutres pour 1’addition. On a alors

0=0+0=0".
Soit z € R. Montrons que  admet un unique inverse pour 1’addition. Soient —z et y deux
inverses. On a alors, en utilisant A3 et A4,

0= —v+a=y+z— (~o+2)+(-2) = (y+2)+(~2)
— —zr+(x+ (—2)) =y + (z+ (—x))
— 2+ 0=y+0= —x=y.
Montrons que la multiplication admet un unique élément neutre. Supposons que 1 et 1’ sont
deux éléments neutres pour la multiplication. On a alors
1=1x1=1".
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Soitz € R, z # 0. Montrons que z admet un unique inverse pour la multiplication. Soient

et y deux inverses. On a alors, en utilisant M3 et M4,

l=r'xz=yxor= (' xaz)xa ' =(yxz)xa !

1

=o' x(rxa ) =yx(zxat)
:>x_1><1:y><1:>:v_1:y.
0
Notations :
e oy =x+(-y)
ey =1Xy
o Zi=uay !
e 7' := 1 pour tout x # 0
o 12 =xxux

PROPOSITION 1.3 (Identités remarquables).
Pour tout x,y € R, on a

(1) (x+y)?* = 2%+ 2zy + y?
(2) (x+y)(x—y) =2°—y°

PREUVE.
(1) En utilisant A2 et A3,o0n a
(z+y)* = (z4y) X (z4y) = 2x (z+y)+yx (z+y) = exT+HTXY+YXT+Yyxy = 22+ 2ry+y°.
(2) En utilisant A2 et A3,0on a
(F+y)z—y) =zx@+y)+yx(@+y)=rxr—sxy+yxr—yxy=a>—y’
[

PROPOSITION 1.4.
Pour tout x, y, z € R, on a les propriétés suivantes :

(1) —(—z) ==,

2) x+z=y+z<= 1=y,
(3) 0x =0

(4) (-1) Xz =—x,

(5) (=1 =1,

(6) (—x)* = 27,

(7) Siz #0,alorsz™ #0et (z7')' =1,
(8) Sixz#0,alors xy =x2z =y = z,
(9) Sixy =0, alorsx =0o0uy = 0.

(10) siz # 0ety # 0, alors (xy) ™' = 1y~ L.

PREUVE. Pour tout z, y, z € R, on a les propriétés suivantes :

(1) Comme (—z) +x =0,onaz = —(—x).

QD r+z=y+z<=r+z—z=y+z—z2<=r+0=y+ 0=z =1.
2



(3) 0z + 0z = (0 + 0)z = 0x. D’apres (2), on déduit que Oz = 0.
(4) D’apres D et (3),on a
(-Dx4+z=(-1+1)x=0x=0.
Par unicité de I’inverse, on en déduit que (—1)xr = —=x.
(5) Appliquons (4) avec x = —1, puis (1).
(—1)*=—(-1) =1
(6) Grace a M2, M3, M4, (4) et (5), on obtient
(—a)? = (~1)2)? = (~1)%2 = 22,
(7) Ona zz™! = 1 # 0 donc d’apres (3), ! # 0 et par définition de I’inverse, on a
(x7H ™t =g
(8) Siz # 0, alors
ry=az=0a lay=rlzz=1xy=1x2=y =z
(9) Six # 0, alors d’apres (3),
ry=0= 2oy =0=y =0.
(10) six # O ety # 0, alors graice a M2, M3 M4 et M5, on a

(zy)a~ty™ = (e )(yy ) =1x1=1

2. Ordre sur R

Outre les opérations et les axiomes arithmétiques, I’ensemble R est muni d’une relation entre
ses €éléments notée < vérifiant les axiomes suivants :
Axiomes d’ordre
01 (Réflexivité) Vz e R, x <z
02 (antisymétrie) Vx e R,Vy e R, (x <yety<a)<=x =1y
03 (transitivité) Ve € R,Vy e R,Vz € R, (x <yety<2)=— x <2z
04 (ordretotal) Vx e R,Vy € R, (z <youy < x)
OS (compatibilité avec I’addition) Vx e R,Vy e R,Vz e R, z<y<—=zc+2<y+ =2
06 (compatibilité avec la multiplication) Vo € R, Vy € R, Vz € R,

(x <y, 0<z2)<=zz<yz
Remarque 2.1. Les propriétés O1,- - -, O6 expriment que R est totalement ordonné.
Définition 2.2. On écrirax < ysiz < yetx # y.

On écrira de maniere équivalente © < y et y > z. De méme, on écrira de maniere équivalente
r<yety >z

PROPOSITION 2.3. On a les propriétés suivantes pour tous x,y,z € R :
(1) x>y x+z2>y—+=z



(2) 2 >0<= —x <0

(3) x>0 et y>z=— xy>a2
(4) <0 et y>z=—=axy<uaz
(5) 22 >0

(6) 1 >0

(7)) c>0=2"1>0
B)<r<y=0<y <zl

PREUVE.

(1) Siz > y,d’apres O5onaz + 2z > y + 2 et le point (2) de Proposition 1.4 permet de dire
que xr + 2z #y+ 2.

2Qzr>0= ——=za4+zx>—-2+0=0>—z.
Réciproquement,
—r<0= —r+r<0+r=0<u.

(3) Par O6, on a xy > xz. De plus, d’apres le point (7) de Proposition 1.4, comme = # 0 et

Yy # z,0onaxy # xz.
(4) D’apres (2), —z > 0 et d’apres (3), (—z)y > (—x)z. On a alors

—TY > —xrx2 — —TYt+ry+arz>-—-r2z2+rYy+rz— r2>2Y.

(5) On utilise (3). Sixz > 0,alors z? > z x 0 = 0, si z < 0, alors 2z = (—x)? > O etsi
x=0,alors x> =2 x 0= 0.

(6) 11 suffit d’appliquer (5) avec x = 1 et de noter que 1 # 0.

(7) Supposons x > 0. On sait déja que z~! # 0. Si par I’absurde, = < 0, alors d’apres (4),
on aurait 1 = zx~! < 0, ce qui contredirait (6).

(8) Onaxz~! > 0ety~! > 0 par (7). En appliquant (3) deux fois, on obtient

r<y— e < y:)s_l = 1< yx_l — y_l < y_lyx_l — y_l <zt 0

Définition 2.4 (Intervalle). Pour deux réels a < b, on appelle intervalles les ensembles définis
ci-dessous :

la,b[={x €R : a <z <b},
la,b) ={z €R : a <z <b},
Ja,b] ={z €eR : a<x <b},
[a,b={z €R : a <z <b},
la,+oo[={z €R : = >a},
la,+oo[={z €R : = >a},
| —o0,b[={r €eR : = <b},
| —o0,b)={xeR : z<b}.



3. Valeur absolue

Définition 3.1. On définit la valeur absolue de a € R par la formule

a sia >0,
|a| :=

—a sia <0.
Remarque 3.2. Par définition, pour tout a € R, |a| > 0.
PROPOSITION 3.3.
(1) Pourtout a € R, |a| = |—al.
(2) Pour tout a € R, a®> = |a|*.
(3) a* = b* <= |a| = |b].
PREUVE.
(1) Sia >0, alors —a < 0 et dans ce cas, |a| = aet |—a| = —(—a) = a.
Sia < 0, alors —a > 0 et dans ce cas, |a| = —a et |—a| = —a.

(2) Sia >0, |a| = adonc |a]” = a>.
Sia < 0, alors |a|* = (—a)? = a%
(3) =:
> == 0=a’>—-b"=(a—0b)(a+D)
—a—b=0o0ua+b=0=a=boua=—b=|a| = |b.
—:
la| = |b| = |a]® = |b]* = a® = b*.

PROPOSITION 3.4.
Pour tout a,b € R, on a
a® < b <= la| < |b|.

PREUVE.
e — : Procédons par contraposée en supposant que |a| > [b|. Alors |a| + |[b] > 0 et
a* — b = (la| = [b])(|al + [b]) > 0.
On obtient alors a? > b?.
e < : En multipliant d’abord par |a|, puis par |b|, on a
la| < [b] = |af® < al |b] < [b]* = o® < V",

PROPOSITION 3.5.

Pour tous a,b € R, on a les propriétés suivantes :
(1) 0] =0, et |a|]>0 si a#0
(2) |abl = |af x o]

(3) |¢] =l si b#0



(4) la| <b=—= -b<a<b
(5) |a+b| < lal + |b]
(©) llal  b]] < Ja .

Les derniéeres inégalités sont les inégalités triangulaires.

PREUVE.

(1) Comme 0 > 0, par définition, on a |0 = 0.
Pour tout ¢ € R*,

_Ja>0 sta >0,
=100 sia<o.
(2) On distingue quatre cas:
ab = |a| x [b] sia>0etb>0,
ab = (—a) x (=b) =la| x |b|] sia<0etb<0,
—ab=ax (=b)=|a| x|b] sia>0etb<0,
—ab=(—a)xb=|a| x|b] sia<0etb>0.

|ab] =

(3) On distingue quatre cas:

2 = b sia>0eth >0,
a ab==4 =14l sia<Oeth<0,
bl ) -g=2=04 sia>0etb<0,
—f == sia<0Oeth>0.
4) <
Supposons —b < a < b.
Sia > 0,alors |a| =a <b.Sia<0,alors |a] = —a < b.
=

Supposons |a| < b et remarquons que cela implique b > 0. De plus,
Sia>0,alorsa <b.Onaalors —b<0<a<b.
Sia < 0, alors —a < b, ce qui implique —b < a < 0 < b.
(5) Sia+b >0, alors
la+b] =a+0b<|a|] + [b];
sia-+ b <0, alors
o+ b = —(a+b) = (=a) + (=) <a| +[b].
(6) Il suffit de montrer que
lal =16l <fa—0[ et [b] —laf <|a—b].
On obtient la premiere relation en appliquant (iv) avec a — betbalaplacede aetbh:
jal = [(a = b) + b] < |a —b] + 0],
puis retranchant |b| des deux membres extrémes. On en déduit la deuxiéme relation en
échangeant le role de a et b, puis en utilisant I’égalité |b — a| = |a — b|.
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Définition 3.6 (maximum et minimum de deux nombres). Soient ¢ € R et b € R. Le nombre
noté max(a, b) désigne le plus grand des deux nombres et le nombre noté min(a, b) désigne les
plus petit des deux nombres.

Exemple 3.7. Pour tout a € R, on a |a| = max(a, —a) et — |a| = min(a, —a).

PROPOSITION 3.8.
Pourtousa € Retb € R, ona

b —b
max(a,b):aJr *la |,
2
b—la—1>
min(a, b) = ot 2]@ |
En particulier, en prenant b = —a, on retrouve
max(a, —a) = |a| et min(a, —a) = —|al.

PREUVE. Quitte a échanger les roles de a et b, on peut supposer que a < b. On a alors
la—bl=b—aet

b —b
max(a,b) = b= o —|—2|a ‘7

b—la—10
min(a,b) =a = ot 2|a |

Remarque 3.9. Pour tous a, b, x € R, on a
r > max(a,b) <=z >aetx > b.
r < min(a,b) <=z <aetx <bh.

4. Ensemble des entiers naturels

Définition 4.1. Considérons tous les sous-ensembles A de R qui vérifient les deux propriétés
suivantes :
a) 0 e A,
bbneA—n+1¢eA.
Remarquons que R lui-méme vérifie a) et b). On note N et on appelle ensemble des entiers naturels
I’intersection de toutes les parties A de R qui vérifient a) et b). Autrement dit, N est le plus petit
sous-ensemble de R pour I’intersection vérifiant a) et b).

Remarque 4.2. La définition 4.1 est a la base de la démonstration par récurrence.
Par exemple, démontrons par récurrence que pour tout n € N, 2" > n.

Posons A := {n € N : 2" > n} et vérifions que A vérifie a) et b).

a)Ona0 € A puisque 1 = 2° > 0.



b) Supposons que n € A. Alors 2" > n > 1. D’autre part, 2" > 1. D’ou
ontl —9n L o >4 1.

On a montré que n € A.

L’ensemble A est un sous-ensemble de R qui vérifie a) et b) et N est le plus petit sous-ensemble
de R qui vérifie a) et b). Donc N C A (en fait, N = A). Autrement dit, pour tout n € N, n € A,
c’est adire 2" > n. .

I1 existe une forme renforcée de la méthode de récurrence :

PROPOSITION 4.3. Si B C N vérifie les propriétés
4.1) 0eB e 0,1,....neB=—n+1€B,
alors B = N.

* PREUVE. Posons A:={n €N : 0,...,n € B}. Alors 0 € A, et
neA=0,..neB=n+1eB=n+1€A,
donc A = N par la définition 4.1. Comme A C B C N par la définition de A, on conclut que
B =N. O

PROPOSITION 4.4. Pourtoutn € N, onan > Q.

PREUVE. L’ensemble A = {n € N : n > 0} vérifie les propriétés a) et b). En effet, 0 > 0 et
sin>0,commen+1>n,onan+1>0.0nadoncN C A (et méme N = A). O

PROPOSITION 4.5.
N c {0} U[1,4+o0].

PREUVE. L’ensemble A =;: {n € N:n € {0} U[1, +oo[} vérifie les propriétés a) et b). En
effet, 0 € {0} U [1,4o0[etsi {0} U[l,+oo[,alorsn+ 1> 1,doncn+1 € {0} U[l,+oc[. Ona
donc N C A (et méme N = A). O

En définissant2 :=1+1,3: =2+ 1,...,0na

N:={0, 1,2 3,...}.

On note :

e N*:=N\ {0}, R* :=R\ {0}

n fois
7\

e nx:=x 4+ -+ x, pour tout z € R et pour tout n € N*

n fois

—_——N—
e r" :=uxx+---x,pour tout z € R et pour tout n € N*
o 7" :=-L = (1)" pour tout z € R* et pour tout n € N*.
x €T

Remarque 4.6. Pour tout z € R* et pour tout n,m € N*, on a
mnxm — xn«H’n (xn)m _ xnm
, .
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Définition 4.7. On introduit deux autres sous-ensembles de R :
Z:=NU{-n : neN}; Z*:=7Z\{0};
Q:={a/b:acZ et beZ}, Q":=Q\{0}.
Les éléments de Z et Q s’appellent respectivement les entiers et les nombres rationnels.

Remarque 4.8. La définition 4.1 est a la base de la démonstration par récurrence.
Par exemple, démontrons par récurrence que pour tout n € N, 2" > n.
Posons A := {n € N : 2" > n} et vérifions que A vérifie a) et b).

a)Ona( € A puisque 1 = 2° > 0.

b) Supposons que n € A. Alors 2" > n > 1. D’autre part, 2" > 1. D’ou
ontl —9n L 9n > 4 1.

On a montré que n € A.

L’ensemble A est un sous-ensemble de R qui vérifie a) et b) et N est le plus petit sous-ensemble
de R qui vérifie a) et b). Donc N C A (en fait, N = A). Autrement dit, pour tout n € N, n € A,
c’est a dire 2" > n. .

I1 existe une forme renforcée de la méthode de récurrence :
PROPOSITION 4.9. Si B C N vérifie les propriétés
(4.2) 0eB e 0,1,....neB=n+1¢€ B,
alors B = N.

* PREUVE. Posons A:={n €N : 0,...,n € B}. Alors 0 € A, et
neA=0,....neB=n+1leB=n+1¢cA,
donc A = N par la définition 4.1. Comme A C B C N par la définition de A, on conclut que
B =N. O
PROPOSITION 4.10. Soient p € Z et n € Z.
p<n+1l=p<n.

PREUVE. Supposons que p < n+1 et supposons par 1I’absurde que p > n. Alors 0 < p—n < 1.
On a alors p—n € NNJ0, 1[. On obtient une contradiction car d’apres Proposition 4.5, NN]0, 1[= ()
U

Remarque 4.11. Pour tout € R* et pour tout n, m € Z*, on a
mnwm — l,n—‘rm (xn)m _ xnm
, .
Outre les axiomes algébriques, il y a un axiome supplémentaire, trés important pour I’analyse :

Axiome d’Archimede :
A Pour tous a > O et b > 01l existe n € N* tel que na > b.
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Remarque 4.12. L’axiome A exprime que R est archimédien.
5. Inégalité de Bernoulli

L’inégalité de Bernoulli nous sera treés utile tout au long de ce cours.

THEOREME 5.1 (Inégalité de Bernoulli).
(1) Sil+ x>0, alors (14 x)" > 1+ nx pour tout n € N*.
(ii) Plus généralement, si c > 0 et c+ h > 0, alors (c + h)" > ¢" + nc" "' h pour tout n € N*.

PREUVE.

(i) Fixons x > —1 et démontrons par récurrence que pour tout n € N*, (1 4+ z)" > 1 + nzx.
a) La propriété est vraie au rang 1 parce (1 + a:)l = 1+ 2z ; on a méme une égalité.
b) Supposons que (1 + x)™ > 1 + nz. En multipliant la premiére inégalité par 1 + x, on obtient
que
(I+2)(1+2)" > (14 2)(1+ nz),

parce que 1 + = > 0 par hypotheése. De maniere équivalente,
(1+2)""' > 14 (n+ 1)z + na®.
On conclut en observant que nxz? > 0, et donc

(1+z)" >1+n+Dr+n?>1+ (n+ 1)z

(ii) On applique (i) avec x := h/c, et on multiplie I’inégalité obtenue par ¢" :

h\" h
(c+h)"=c" (1+—> > " (1+nz) =" +nc"h. O
c

6. Minimum et maximum d’un ensemble

Définition 6.1.
Soit £ C R.
o S’il existe M € I tel que x < M pour tout x € E, on dit M est le plus grand élément de
FE et on note M = max F,
e S’il existe m € E tel que m < x pour tout x € E, on dit m est le plus petit élément de £
et on note m = min F.

Remarque 6.2. Si E = {a, b}, max E et min E coincident avec les définitions de max(a, b) et
min(a, b).
Plus généralement, toute partie finie et non vide de R admet un plus petit et un plus grand élément.

Exemple 6.3. max|0, 1] = 1.
L’ensemble £ =|0, 1] n’admet pas de plus petit élément.
En effet, pour tout i €0, 1], d’apres A, il existe n € N* tel que n > . On a alors = < m et
L €]o,1].
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Pour tout ensemble £ C R, nous posons —F := {—z : = € E}.
Remarquons que —(—FE) = E.

PROPOSITION 6.4.
(1) E admet un minimum si et seulement si —FE admet un maximum.

Dans ce cas, min £ = — max(—F).
(2) E admet un maximum si et seulement si — ) admet un minimum.
Dans ce cas, max ' = — min(—F).
PREUVE.

(1) Supposons que £ admet un minimum et posons m = min F. Alors m € F, c’est-a-dire

—m € —FE. De plus, pour tout v € —F, comme —x € E, ona —x > m, c’est-a-dire
< —m.
Réciproquement, supposons que —FE admet un maximum et posons M = max(—F).
Alors M € —F, c’est-a-dire —M € E. De plus, pour tout z € I/, comme —z € —FE, on
a—zx < M,c’est-a-dire x > — M.

(2) 1l suffit d’appliquer (1) a I’ensemble £’ = —F.

THEOREME 6.5. Toute partie non vide de N admet un minimum.

* PREUVE. Soit A C N n’ayant pas de plus petit élément. Il suffit de montrer que A = @.
Posons B = N\ A et utilisons la forme renforcée de la démonstration par récurrence donnée par

la proposition 4.9. Comme A n’a pas de minimum, 0 € B. Supposons que 0,1,...,n € B. Alors
AC {meN:m >n+ 1}, mais A n’a pas de plus petit élément, donc n + 1 € B. Finalement,
B =N, ce qui est équivalenta A = &. 0J

7. Partie entiére

PROPOSITION 7.1. Pour tout x € R, I’ensemble E, = {n € Z : n < x} admet un plus grand
élément. L’entier max F, est appelé partie entiere de x et il est noté |x|. C’est donc 'unique
entier vérifiant

lz] <2< |x]+1,
ou, de maniere équivalente,
r—1<|z] <=z

* PREUVE.
Remarquons que, d’aprés A, I’ensemble {m € N* : m > z — 1} est un sous-ensemble non
vide de N. D’apres le théoreme 6.5, cet ensemble admet un minimum. Posons

E=min{meN": m>az—1}.
Supposons d’abord que x > 2. Comme &k > x — 1l,onak —1>x—2 > 0etdonc k — 1 € N*,
D’apres la minimalité de k, on peut déduire que k£ — 1 < x — 1, c’est-a-dire que k < z.
D’autre part, soitn € Z.
n>k=n>k+1>@-1)+1l=0=n>ux.
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De maniere équivalente,
ne kb, =—=n<k.

Nous avons montré que £ = max F,.

Siz < 2, alors choisissons n € N* tel que n > 2 — z, c’est-a-dire x + n > 2. D’apres la premiere
partie de la preuve, il existe un plus grand entier ¢ < x + n, et alors k := ¢ — n est le plus grand
entier vérifiant k < z. O

8. Densité de Q dans R

THEOREME 8.1. Pour tous a < b il existe v € Q tel que a < x < b.
On exprime souvent cette propriété en disant que Q est dense dans R.
PREUVE. D’apres I’axiome A, il existe ¢ € N*
glb—a)>1<=gb—qa >1<= gb> qa+ 1.
Alors I’entier p = |ga| + 1 vérifie
qa <p<gqa+1<qb

Finalement, le rationnel p/q vérifie a < p/q < b. O

9. Ensemble majoré, minoré, borné

Définition 9.1 (majorant et minorant d’un ensemble).
Soit £ C R. On dit que

e S’il existe a € R tel que pour tout x € £, v < a, on dit que E est majoré. Le nombre a
est appelé un majorant de .

e S’il existe b € R tel que pour tout x € E, x > b, on dit que F est minoré. Le nombre b
est appelé un minoant de F.

e S’il existe ¢ € [0, +o0] tel que pour tout x € E, |x| < ¢, on dit que E est borné. Le
nombre c est appelé une borne de .

Remarque 9.2.
(1) Si E est majoré par a et minoré par b, alors E est borné par ¢ = max(|a|, |b|). En effet,
pour tout x € E,ona
—c< - <b<zx<a<l|a <ec

Réciproquement, s’il existe ¢ € R tel que pour tout x € E, |z| < ¢, alors E est minoré
par —c et majoré par c.

(2) Si a est un majorant de F, alors tout @’ > a est encore un majorant de F.
De méme, si b est un minorant de F, alors tout ¥’ < b est encore un minorant de .

Exemples 9.3.

e N n’est pas majoré. En effet, tout majorant a de N vérifieraita > 1 > 0. D’apres I’axiome
d’ Archimede, pour tout a > 0, il existe n € N tel que n > a.
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e £ =|0,1]. Nous avons déja montré que cet ensemble n’admettait pas de plus petit
élément. Pourtant, il est minoré par 0.

PROPOSITION 9.4.

(1) m est un minorant de E si et seulement si —m est un majorant de —E.
(i) E est minoré si et seulement si — I est majoreé.

PREUVE.

(1) Pourtoutxz € E,onam < x si et seulement si —x > —m.
(i1) Conséquence de (i).

10. Supremum et infimum d’un ensemble

Définition 10.1 (Supremum).
Soit E une partie de R. Supposons qu’il existe S € R qui vérifie :

(i) S estun majorant de F
(i1) Six < .S, alors x n’est pas un majorant de F.

Alors S est appelé le supremum de E et il est noté sup F.

Remarque 10.2.

En écrivant autrement la définition, S' = sup E est défini par les 2 propriétés
) VeeE <85,
(i) Ve >0, dJx e E:x> 5 —c¢.

Exemple 10.3. Montrons que sup |0, 1[= 1.

(i) 1 est un majorant de |0, 1[ car Vz €]0,1,ona z < 1.

(ii) Siy < 1, alors y n’est pas un majorant de |0, 1. En effet,
e siy <0,alorsy < 5 €J0,1[;
e si0<y<lalorsy< % €0, 1.

PROPOSITION 10.4. Si E admet un maximum, alors il admet un supremum et sup I/’ = max F.
En particulier, si E admet un supremum qui n’appartient pas FE, alors il n’admet pas de maximum.

PREUVE.
Par définition, max E est un majorant de £ et sup £ est le plus petit majorant de £ donc
sup £ < max E. D’autre part, max £/ € F donc max F < sup FE.
O

Par exemple, posons £ =|0, 1]. On a sup |0, 1] = max |0, 1] = 1.

Pour £ =|0, 1], comme sup ]0,1[= 1 ¢ ]0, 1], on peut en déduire que |0, 1] n’admet pas de
maximum.

13



PROPOSITION 10.5. Soit E un sous-ensemble non vide et majoré de R et a € R. Alors

a>supkE <= VrekFE, a>zx.

PREUVE. Supposons que a > sup E. Alors pour toutx € £, a > sup E > .
Réciproquement, si pour tout x € E, a > =z, alors a est un majorant de £. Comme sup £ est le
plus petit majorant de £, on asup £ < a. 0

Nous pouvons maintenant énoncer le dernier axiome des nombre réels.

Axiome de Bolzano

B Tout partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

PROPOSITION 10.6. L’axiome de Bolzano implique celui d’Archimeéde.

PREUVE. En raisonnant par 1’absurde, supposons que 1’axiome de Bolzano est vérifié, mais
pas I’axiome d’Archimede. Alors il existe a,b > 0 tels pour tout n € N*, na < b, c’est-a-dire
n < ¢. L’ensemble N* est alors non vide et majoré. L’axiome de Bolzano implique qu’il admet
une borne supérieure N = sup N*.

Comme N est le plus petit majorant de N*, N — 1 < /N n’est pas un majorant de N*. Il existe
doncn € N*tel que N — 1 < n. Alors N < n + 1 € N*, contredisant le caractere majorant de
N. 0

PROPOSITION 10.7. Si F' est une partie de R qui posséde un supremum et I/ une partie non
vide telle que EJ C F, alors E posséde un supremum sup F < sup F.

PREUVE. Pour tout x € E, onax € F donc x < sup F. L’ensemble £ est donc majoré.
D’apres I’axiome de Bolzano, il possede un supremum. De plus, sup /' est un majorant de £ et
comme sup F est le plus petit majorant de £, on en déduit que sup £ < sup F'.

Attention, I’inclusion stricte n’implique pas I’'inégalité stricte. Par exemple,
0,1[C0,1] et supl0, 1[= sup]0, 1],
O

La définition de la borne inférieure ou infimum ainsi que ses propriétés sont analogues a celles
du supremum.

Définition 10.8 (Infimum). Soit £ une partie de R. Supposons qu’il existe I € R qui vérifie :

(i) I estun minorant de £
(i1) Six > I, alors I n’est pas un minorant de F.

Alors [ est appelé le infimum de FE, ou encore la borne inférieure de E et il est noté inf E.

Remarque 10.9. inf F, s’il existe, est le plus grand minorant de F.

En écrivant autrement la définition, I = inf E est défini par les 2 propriétés
) Vee E, x> 1.
(i) Ve >0, dJre F:z <[ +e.
14



Exemple 10.10. Montrons que inf |0, 1[= 0.

(i) 0 est un minorant de |0, 1] car Va €]0,1,onax > 0.

(if) Siy > 0, alors y n’est pas un minorant de |0, 1[. En effet,
e siy> 1 alorsy > 5 €]0,1[;
esi0<y<lalorsy> ¥ €0, 1.

PROPOSITION 10.11.
Si E admet un minimum, alors il admet un infimum et inf £ = min F.

PREUVE.
Par définition, min £/ est un minorant de E et inf £ est le plus grand minorant de £ donc
inf £/ > min F. D’autre part, min £ € FE donc min I/ > inf E.
O

Par exemple, pour £ = [0, 1[ on a inf [0, 1[= min [0, 1[= 0.

Pour E' =0, 1], comme inf |0, 1[= 0 ¢ |0, 1], on peut en déduire que |0, 1| n’admet pas de plus
petit élément.

PROPOSITION 10.12. Soit E un sous-ensemble de R admettant un infimum et a € R. Alors
a<infF<—=VrekF a<u.

PREUVE. Supposons que a < inf E. Alors pour toutx € E, a < inf £ < x.
Réciproquement, si pour tout x € E, a < z, alors a est un minorant de £. Comme inf F est le
plus grand minorant de F, on ainf £ > a. U

PROPOSITION 10.13. Soit E' admet un infimum si et seulement si —F admet un supremum.
Dans ce cas, on a sup(—FE) = — inf(FE).

PREUVE.

Supposons que E admet un infimum et posons I = inf £. Alors pour tout x € —F, on a
—r € FEet—x > Idouxz < —I. De plus, pour toute > 0, il existe x € Ftelque x < [ +¢. On
en déduit que —z € —E et —x > —I — . On conclut que —/ est le supremum de —F. U

PROPOSITION 10.14. Si F' est une partie de R qui possede un infimum et si E est une partie
non vide telle que E C F, alors inf E > inf F.

PREUVE. Tout d’abord, remarquons que &2 C F' est équivalenta —F C —F'. D’apres Propo-
sition 10.13, —F" admet un supremum et d’apres Proposition 10.14, sup(—F) < sup(—F'). En
utilisant encore une fois Proposition 10.13, on obtient —inf £ < —inf F', c’est-a-dire inf £ >
inf F. U

Attention, I’inclusion stricte n’implique pas I'inégalité stricte. Par exemple,

10,1[C [0,1] et inf]0, 1[= inf[0, 1],

THEOREME 10.15. Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.
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PREUVE.
Soit £ une partie non vide et minorée. Alors —E est non vide et majorée. D’apres I’axiome
de Bolzano, —F admet une borne supérieure et d’apres Proposition 10.13, £ admet une borne

inférieure.
O

11. Densité des irrrationnels dans R

Commencons par montrer 1’existence de v/2 et son irrationalité.

THEOREME 11.1.
11 existe un unique nombre réel ¢ > 0 tel que ¢> = 2. On notera ¢ = /2.

*PREUVE.

L’ unicité est immédiate puisque sic > Oetd > 0et2 = c? = ¢?, alors ¢ = (.

Prouvons maintenant 1’existence. Posons £ = {x € [0, +o0o[: 2* < 2} et remarquons que
1 € E. De plus, il est majoré par 2. En effet, si z > 2, alors 22 > 4 > 2. D’aprés 1’axiome
de Bolzano, F admet une borne supérieure. Posons ¢ = sup E et montrons que ¢? = 2. Comme
le F,onac>1.

Supposons par I’absurde que ¢? > 2 et posons a = % > (. Alors on a
(c—a)® =c*—2ac+a®> > —2ac=2.

Pour tout x € F,onax? < 2 < (c — a)?, ce qui implique < ¢ — a. Le nombre ¢ — a serait donc
un majorant de £ strictement plus petit que ¢ = sup £. C’est impossible.

Supposons maintenant par 1’absurde que c? < 2. Par I’axiome d’Archimede, il existe n € N*

2c+1
tel que n > 2555,

1\?2 2 1 2
(c+—) =’ + C+—2§02+ <2,
n n

n n
autrement dit, ¢ + = € E. On obtient une contradiction car ¢ + + > ¢ = sup E.
Finalement, on a bien ¢ = 2.

On note maintenant v/2 = ¢ et on remarque que 1 < /2, puisque 1 € E et 1> # 2. De plus,

V2 < V2 =2,
O

THEOREME 11.2. /2 ¢ Q.

PREUVE. Supposons maintenant par I’absurde que v/2 € Q, c’est-a-dire qu’il existe p € N et
q € N* tel que V2 = §. Considérons I’ensemble F = {k: eN* : k2 e N}. E n’est pas vide
car il contient ¢q. D’apres Corollaire 6.5, il admet donc un plus petit élément. Notons n = min £
et posons k = n(v/2 — 1). Alors

k=nv2-neN et kV2=n(vV2-1)V2=n 2 V2 =2n—nv/2€N.

Finalement, £ € E mais kK < n = min F, ce qui contredit la minimalité de n. OJ
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COROLLAIRE 11.3. Pour tous a < b il existe y € R\ Q tel que a < y < b,

PREUVE. D’aprés le Théoreme 11.1 v/2 ¢ Q. D’apres la Proposition 8.1, il existe © €
]\/%, \/% [NQ. On peut supposer que = # 0, quitte a en choisir un autre.

1

Alors v/2x €la, b| et \/2x est irrationnel. En effet, si /22 était rationnel, v/2 = — x /2x serait
T

aussi rationnel. O

12. Racine n iéme

LEMME 12.1.
(1) Pourtoutx € R,y € Retn € N*, ona

i
L

n—2 n—1—k, k

y+oo oyt Yyt = (@ —y) Y 2"

n n

" =y =(r—y) (" 2

£
Il
o

(2) Sizx >0ety >0, alorsz" =y" =z =1y.
(3) Siz >0ety >0, alors z" > y" =z > y.

PREUVE. (D

n—1

n—1
(x_y)zznlkyk_zxnkk Zmnlkk-i—l
k=0 =
n—1
:x”+z oyl — (Zax" ’“y'“+y>
k=1

(2) Supposons z > Oety > 0et ™ = y". Alors 3 ;—) 2" '~Fy# > 2"~ > 0. De plus,
OZx”—y”:(x—y)Zx” b — 2 —y = 0.
(3) En supposant ™ > y" et en répétant en partie la preuve de (2), on a

0<az"—y" Zx”lkykﬁx—yzo.

THEOREME 12.2.
Pour tout réel a > 0 et pour tout n € N¥, il existe un unique nombre réel positif c tel que
1 . IRN
¢" = a. On notera ¢ = /a = ax et on appelle ce nombre racine nieme de c.
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*PREUVE.

L’unicité est immédiate d’aprés Lemme 12.1 car si ¢ > 0 et ¢ > 0, vérifient a = " = ™,
alors ¢ = .

Prouvons maintenant ’existence. Posons £ = {z € [0, 4+o0[: 2™ < a}. Notons que F n’est
pas vide, il contient le nombre t = # En effet, 0 < ¢ < min(1,a) donc t” < ¢t < a. De plus,
siz > 1+ a, alors 2" > x > a. Donc £ est majoré par 1 + a. D’apres I’axiome de Bolzano, F
admet une borne supérieure. Posons ¢ = sup £ et montrons que ¢" = a.

Supposons par 1’absurde que ¢ > a et posons

A" —a

k:

ncv—1°
Comme c" —a < " < nc",onak < c. En appliquant I’inégalité de Bernoulli généralisée donnée
par Théoreme 5.1, on obtient

(c— k)" >c" —nkc" ! = a.

Pourtoutz € F,onaz" < a < (c— k)" etd’aprés Lemme 12.1, z < ¢ — k. Le nombre c — k < ¢
serait alors un majorant de £, ce qui contredirait le fait que ¢ = sup E.

Supposons maintenant par 1I’absurde que ¢" < a. Par I’axiome d’ Archimede, il existe m € N*
n(cH1)n—1

a—c™

tel que m > . On a, d’apres Lemme 12.1,

IN

IA

On a alors obtenu

1 n
(c + —> < a,
m
ce qui veut dire que ¢ + % € FE. On obtient une contradiction car ¢ + % > c=supb.

Finalement, ¢" = a. O

Définition 12.3.
Pour tout n € N*, on note



et pour tout a > 0 et

PROPOSITION 12.4.

Pour tout a,b > 0 et pour toutn € N, on a

(ab)% = qnbn.
PREUVE.

(ar67)" = (av)" (7)) = ab.

On conclut par I’unicité de la racine nieme.

13. L’Inégalité arithmético-géométrique

PROPOSITION 13.1 (Inégalité arithmético-géométrique pour 2 nombres).
Pour tous p,q > 0, on a

PREUVE. On a

p+aq\’
) =

On en déduit que

2
pq = (I%) ;
puis que

VPg < 1%.

(p* + ¢* + 2pq — 4pq)

1 =

1 2
=—(p—q)*>0.
4(19 q)° >

Nous pouvons généraliser cette inégalité :

THEOREME 13.2 (Cauchy, 1821). Si ¢,

..y cp >0, alors
(13.3)

Cl+...+cn
"Cl-”CnS—
n

de l’inégalité entre les moyennes géométrique et arithmétique des réels cq,
on a égalité si, et seulement si ¢y = --- = ¢y,

19
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Ilustration géométrique : Rappelons deux théorémes classiques de la Géométrie d’Euclide'
(voir les figures). Premicrement, si I’hypoténuse d’un triangle rectangle est divisée en deux parties
p et q par le pied de la hauteur m correspondante du triangle, alors la longueur de la hauteur est
€gale a /pq. Deuxiemement, le sommet du triangle est situ€ sur le cercle dont I’hypoténuse est un
diametre,’ et donc de rayon r = ’%, onam < r,etdonc

(13.4) v <24

m = +/pq

FIGURE 1. Comme les deux pe-
tits triangles sont semblables,

FIGURE 2. Cercle de Thales
P _m 3°A —
== ;doum— /Pq.
L’inégalité arithmético-géométrique permet de résoudre de nombreux problémes pratiques de
maniere élémentaire. Donnons quelques exemples :

Exemples 13.3.

(i) Parmi les rectangles de périmetre P donnée, lequel a la plus grande aire ?
En désignant par z et y les deux cotés, 1’aire A est égale a xy, et le périmetre est égale a

2z + 2y. On a donc
2 2 2
r+y P P
A: < — J— —_—

. R . . P2 L 5 o
avec égalité si, et seulement si + = y. Comme = est fixé, on conclut que le rectangle d’aire

maximale est le carré. a
On aurait pu résoudre ce probleme en étudiant la fonction A(z) := z (£ — ), mais cette
méthode simple ne s’appliquera pas facilement aux deux problemes suivants.
(i1) Parmi les pavés droits de surface S donnée, lequel a le plus grand volumes ?
En désignant par z,y et z les trois cotés, le volume V' est égale a xyz, tandis que S =
22y 4+ 2yz + 2zx. On a donc

V2 = (an)(pe)(er) < (U ) _ (g) -2

avec égalité si, et seulement si xy = yz = zx, c’est-a-dire si le pavé est un cube.
(ii1) Par des arguments géométriques, Kepler (1615) a résolu le probleme suivant: parmi tous les
cylindres de diametre D donné, lequel a le plus grand volume V' ?

14¢ sigcle avant notre ere.
2C’est un théoreme de Thalgs.
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Al(im.|§aﬁsdiz-|£rizcorpm ]
do | meter | .columnz ||
\ ) 20~ 399
\ 2 20-- | 794 !
3 20~ 178 1
4 20+ 1536 '
5 9o+ . |I87% 1
6 )90+ 2)84
7 )9 2457
h D 8 )8 =+ 2688 t
9 )8~ 287)
1° WA 3ooo
) 7T 3069
Sub fe-| midupla |3080
)2 )6. 3072
3 )s -+ 30035
14 13- 2856
Z/qu- |ales 2838
15 B 2625
)6 )2, 2364
_ p )7 n-—- 1887
d 18 8~ 1368
19 Igd, 74)
20 o
FIGURE 3. On a D? = h? + d?
par le théoreme de Pythagore. FIGURE 4. Table de Kepler

Désignons par d le diametre du disque de base, et par h la hauteur du cylindre ; alors

2 2
D*=h+d e vz(il) hr = 0T

2 4

voir la figure. En appliquant la Théoreme 13.2 avec n = 3, on a

3 3
V2:7T_2.d2.d2.<2h2)§7r_2 w :W_Z 2_D2 :WQDG’
32 32 3 32\ 3 108
avec égalité si, et seulement si d> = 2h?. Par conséquent,
D3 D3
V= ™ si d= \/§h, et V< ™ dans les autres cas.

6v/3

Le volume est donc maximal si d = v/2h.

6v/3

Pour démontrer le Théoreme 13.2 nous avons besoin de deux lemmes.

LEMME 134. Si zy,...,x, > Qetxy---x, = 1, alors x1 + --- + x, > n. De plus, on a
égalité seulement si vy = --- = x, = L.
*PREUVE.

Pour n = 1 la propriété est trivialement vérifiée, et on a égalité : x; = 1. Procédant par
récurrence, soit n > 2, et supposons que le résultat est vrai pour n — 1 nombres. Si x; = -+ =
r, = 1, alors z; + - - - + x,, = n. Supposons désormais que z1, ..., x, ne sont pas tous égaux a 1,
et montrons que xy + -+ - + T > N.

Comme z; - - - x, = 1, il existe deux indices 7 et j tels que 7; < 1 < z;. Comme les sommes
x1 + -+ + x, et produits x; - - - ,, ne changent pas par une permutation des éléments, on peut
supposer par symétrie que x; < 1 < x2. En appliquant I’hypotheése de récurrence aux (n — 1)
nombres x5 €t x3, ..., T, , on obtient que

T1T9 + 23+ -+ x, >n—1.
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En rajoutant z; + x5 — x125 aux deux membres, on en déduit que

i+ axet a3+, >n—14+x 42— 2109 =0+ (1 —21) (22 — 1).

On conclut en observant que le (1 — x1)(z2 — 1) > 0 par notre hypothése z1 < 1 < 5. O

LEMME 13.5. Sixq,...,x, >0etxy- -2, > 1, alorsz, + -+ x, > n.

*PREUVE.

Remplagons z,, par le nombre plus petit

1
= —
X1 Tpo1

alors 0 < 2/, < x, etxy-- 2,12, = 1. En appliquant le Lemme 13.4 a xy,...,2,_1,2,, on

obtient que
T+ X+, >0
Comme z,, > z],, on conclut que

T+ -+ Tp_1+x, >N OJ
*PREUVE DU THEOREME 13.2. Sic¢; = - -+ = ¢, alors on a égalité. Sinon, on a
c1+---+c
§1=— ">,
n

et il faut montrer que ¢; - - - ¢, < s". En raisonnant par I’absurde, supposons que ¢; - - - ¢, > s" ou,
de maniere équivalente,

c c
a0
S S

Comme cy, ..., c, ne sont pas tous égaux, ces fractions ne sont pas toutes égales non plus. Alors

on déduit des Lemmes 13.4 et 13.5 que

C1 C
__|_..._|__”>n7
S S

contredisant la définition de s. [l

Nous terminerons par 1’observation que les inégalités arithmético-géométrique et de Bernoulli
sont équivalentes.
L’inégalité arithmético-géométrique implique I’inégalité de Bernoulli.

PREUVE.
Soitx > —1etn € N*,
Sil+nz<0,ona
(1+2)">0>1+nxz.

On suppose maintenant 1 +nx > Oeton pose ¢; = 1 +nx,cg = -+ = ¢, = 1. On a alors
ci+ce+ -+ =14+nxr+n—1=n(l+x)et'inégalité arithmético-géométrique donne :

(1+nz)v < (1+2).
En appliquant les puissances niemes, on obtient
1+nx < (1+4+z)".
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L’inégalité de Bernoulli implique I’inégalité arithmétco-géométrique.

*PREUVE.

En posant
ca+-+e

Sn 1= )
n

il faut montrer que s > ¢y ---c,. Pour n = 1 on a une égalité : s; = ¢;. Sin > 2et SZ:% >
¢1-- - 1, alors I"application de I’inégalité de Bernoulli montre que’

= s () > (1 n ( - 1)) = 5 (50— (1~ )sas).

Comme

ns, —(n—1Ds,1=(c1++c,) —(c1 4+ +ch1) = Cn,
on conclut en appliquant I’hypothese de récurrence que

s> 8" Tle, > ey Cp. O

30n suit Maligranda, L. (2012). The AM-GM inequality is equivalent to the Bernoulli inequality. Math. Intelli-
gencer. 34(1): 1-2.
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