| SERIES ENTIERES

1. Définition et rayon de convergence

Définition 1.1 (Série entiere). On appelle série entiere une série de fonctions de la forme
D fur fulz) = apa”
n>0

R . z . n
ol (ay), est une suite numérique. On la notera ) - a,z".

Exemple 1.2.
D) V>0, a,=1:) 2™
n>0
—_1)n
(2) Vn > 1, an:%:2< ) "
n>1
B)vVn>0,a,=n+1:)» (n+1)z".
n>0

T
@Vn=0,a,=4: ) =

n>0

LEMME 1.3 (Lemme d’Abel). Soit v > 0 un nombre réel tel que la suite (|a,|r™),en soit
bornée.
Alors, pour tout x tel que |x| < r, la série ), ., |a,x™| converge.

DEMONSTRATION. Par hypothese, il existe M > 0 tel que, pour tout n € N, |a,|[r"™ < M.
Pour x € R tel que |z| < r:

n n
lan||z]™ = |a,|r" (m) <M (m) .
r T

Puisque l2l < 1, 1a série converge. |
T
Définition 1.4 (rayon de convergence). Pour une série enticre Zn>0 ap,x™. Soit
X ={r >0 : lasuite (a,r"), est bornée }.

Cet ensemble contient le nombre » = 0, il n’est donc pas vide. On définit le rayon de convergence
R € RU {400} de la série entiére par :

e Si X est majoré, R = sup X.

e Si X n’est pas majorée, R = +00.

Exercice : Vérifier que X est un intervalle et
|- R,R[C X C[-R,R].
THEOREME 1.5. Soit )" ., a,x" une série entiére et R son rayon convergence.

o Si || < R, alors la série ), ., a,x" converge absolument. En particulier, la suite
(ana™), est bornée.



e Si|x| > R, alors la suite (a,x™),, n’est pas bornée et donc la série ), ., a,x" diverge
grossierement.

De plus, R est le seul nombre vérifiant les deux conditions suivantes :
i) Si |z| < R, alors la série ), -, a,x" converge.
i) Si |z| > R, alors la suite (a,x™),, diverge.
DEMONSTRATION.

e Si |z| < R, |z| n’est pas un majorant de X, donc il existe r € X tel que |z| < r.
D’apres le lemme d’ Abel, la série converge absolument.
e Si|z| > R, |z| ¢ X, donc la suite (a,z"),, n’est pas bornée.

Supposons maintenant que R’ est un nombre vérifiant

e Si|z| < R/, alors la série ) ., a,z" converge.
e Si|z| > R/, alors lasérie ) ., a,z" diverge.

Supposons par ’absurde que R’ < R. Soit x tel que R’ < |z| < R. Comme |z| < R la série
> n>0 @nx" converge (absolument) et comme |x| > R’ la série ) -, a,2z™ diverge. Ce n’est pas
possible.

Supposons par I’absurde que R < R’. Soit x tel que R < |z| < R'. Comme |z| < R’ la série
Y >0 anT" converge et comme || > Rla série ) | ., a,a™ diverge. Ce n’est pas possible. On
aalors R = R’ |

Définition 1.6 (Intervalle de convergence). L’ensemble | — R, R] s’appelle intervalle de con-
vergence de la série.

PROPOSITION 1.7 (Regle de d’Alembert). Soit ) ., a,x" une série entiére. On suppose
qu’il existe ny € N tel que, pour n > ng, a, # 0 et

’a’fH’]-’ —>l
|l

1
Alors R = T
Sil=0, R=+4o00. Sil =400, R=0.
DEMONSTRATION. Pour € R, considérons la série numérique >, . u,, avec u,, = |a,z"|
et appliquons lui la regle de d’ Alembert pour les séries numériques.

Uny1 @™

‘an—i-l‘
= ‘x

= | — 1]z
Uy, |a, x| ||

o~ =

1
e Si|z| < 7 alors la limite est < 1, » - |a,2"| converge donc

i IV

1
e Si|z| > 7 alors la limite est > 1, > - |a,2"| diverge donc R <
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PROPOSITION 1.8 (Regle de Cauchy). Soit ), ., a,x" une série entiere. On suppose qu’il
existe ng € N tel que, pour n > ng, a,, # 0 et

lap |7 = 1
1
AlorsR:T
Sil=0 R=+400. Sil =400, R=0.

DEMONSTRATION. Pour z € R, considérons la série numérique >, . u,, avec u,, = |a,z"|
et appliquons lui la regle de Cauchy pour les séries numériques.

[un

wi = lag|n|z) = U)z).

o~ =

1
e Si|z| < i alors la limite est < 1, ano |a,,x™| converge donc

Y,

1
e Si|x| > i alors la limite est > 1, - [a,x"| diverge donc R <
|

PROPOSITION 1.9 (Formule d’Hadamard). Soit ) ., a,z" une série entiére. On note L =
. 1 -
lim sup{|a, | |}. Alors R = 1.

2. Convergence

THEOREME 2.1. Soit ), ., a,z" de rayon de convergence R > 0.

e Pour tout 0 < r < R, la série est normalement convergente sur [—r,r].
o La fonction v +— 3 % a,x™ est continue sur| — R, R].

DEMONSTRATION.

e Soit0 <r < R. Pourtoutz € [—r,7],
puisque r < R.

e Pour tout n € N, la fonction x — a, 2™ est continue sur | — R, R|. Soit zy €] — R, R|.
Soit r tel que |zg| < r < R. Comme la convergence est normale, donc uniforme, sur
[—7, 7], la somme de la série est continue sur [—r, ] et en particulier au point z.

anz"| < lap|r". Lasérie ), -, |an|r™ converge

3. Opération sur les séries entieres

PROPOSITION 3.1 (Somme).

Soient deux séries entieres ano a,x" et ano b,x™ de rayons de convergence respectifs Ry
et Ry. On appelle somme de ces deux séries entiére la nouvelle série y ., . (a, + by)x™.

La somme a un rayon de convergence R > min(Ry, Ry). De plus, pour tout x €] — R, R|,

+00 ~+00 +00
Z(an +b,)z" = Z anx" + Z byx".
n=0 n=0 n=0

Si Ry # Ry, alors R = min(Ry, Ry).



DEMONSTRATION. Soit z tel que |z| < R. Les deux séries, > - a,z™ et > - b,a"
convergent absolument, donc la somme converge absolument et

+00 +00 ~+00
Z(an +b,)z" = Z a,x" + Z bpx".
n=0 n=0 n=0

On en déduit que R > min(Ry, Ry).
Supposons maintenant R; # R,, par exemple R; < Rs. On a montré que R > R;.
Supposons par I’absurde que R > R; et considérons x tel que R; < |z| < min(R, Ry). On
aurait alors :
e |z| > Ry, donc lasérie ) ., a,z" diverge,
e |7| < Ry, donc la série Y, -, b,x" converge
e |2| < R, donc la série >_ ., (a, + b,)z"™ converge.

C’est impossible car
Z apr" = Z(an + by)z" — Z b,z".
n>0 n>0 n>0
[ |
PROPOSITION 3.2 (Produit de Cauchy).

Soient deux séries entieres ), o anz™ ety - b,x" de rayons de convergence respectifs R,
et Ry. On appelle produit de ces deux séries entiéres la nouvelle série entiére ), -, c,x", avec

Cn =D o Ukbn—k-
Le produit a un rayon de convergence R > min(R;, Ry). De plus, pour tout v €] — R, R,

“+oo n —+00

+o0
Z Z apbn_1 | " = Z anpx” Z b,z"
n=0

n=0 \k=0 n=0
DEMONSTRATION. Le produit correspond au produit de Cauchy des deux séries, en effet :

n n

Z (akxkbn_kxn_k) = Zakbn_k ",

k=0 k=0

Soit z tel que |z| < R. Les deux séries, ), o anz" et ), -, b,2" convergent absolument donc le
produit de Cauchy de ces deux séries converge absolument . On en déduit que R > min(R;, Rs)
et que pour tout z €] — R, R,

—+oo n —+00 400
E E apbn_1 | 2" = g anx’ X E b,x".
n=0 \k=0 n=0 n=0
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4. Dérivées

THEOREME 4.1.
Soit <o a,x" de rayon de convergence R > 0. Alors la série ) _.(n + 1)a,112" a
également pour rayon de convergence R.

On pose f(x) = ::6 a,x™. La fonction f est dérivable sur | — R, R| et, pour tout x €
] - R7 R[’
+oo
f(z) = Z(n + Day 12"
n=0

DEMONSTRATION. Notons R’ le rayon de convergence de la série entiere ) . (n+1)a, 12"
Supposons par I’absurde que R < R’ et considérons un nombre r tel que R < r < R'. Par
définition du rayon de convergence, la suite ((n+ 1)a,17"),, est bornée. C’est a dire qu’il existe
M > 0tel que, pourn € N, |(n + 1)a,.17"| < M. Donc, pour tout n € N,

la,™| < rina,r™ ) < rM.

La suite (a,r"), est donc également bornée et par définition du rayon de convergence, r < R.
C’est une contradiction avec R < r < R'.

Supposons par I’absurde que R’ < R et considérons deux nombres 7 et p tels que R’ < r <
p < R. La suite (a,p"), est bornée. Il existe M > 0 tel que, pour tout n € N, |a,p"| < M.
Donc pour tout n € N,

1 r\N" M r\"
(0 + Danaar™| = lans1p™ = (n + 1) (—) s,y (‘> '
P p P p

La suite ((n +1) (g) ) tend vers 0, donc elle est bornée. On en déduit que ((n + 1)an+17"),

n

est bornée donc que r < R'. C’est une contradiction avec R’ < r.
Conclusion : R’ > R.

Soit maintenant un nombre 7 tel que 0 < r < R. Les deux séries convergent normalement,
donc uniformément sur [—r, r]. D’aprés le théoréme sur la convergence uniforme et dérivation
terme 2 terme, la fonction f est donc de classe C! sur cet intervalle et, pour tout z € [—r, 1],

+o0 +oo
f(x) = Znanxn_l = Z(n + Da, 12"
n=1 n=0
Ce résultat est encore valable sur Up<,<g|[—7,7] =] — R, R|. [

THEOREME 4.2. a
Soit Y, <o anx" de rayon de convergence R > 0. Alors la série Z "T_lx” a également
n>1
pour rayon de convergence R. On pose

“+00

+o0
flz) = Z ax”, F(z)= Z Gn1,n,
n=0

n
n=1
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La fonction F est dérivable sur | — R, R] et, pour tout x €] — R, R|,

F(z) = /0 " Fdt.

Autrement dit, F' est la primitive de f qui s’anule en .

DEMONSTRATION. On pose by = 0 et b, = “*=* pour n € N*. Soit R’ le rayon de conver-
gence de la série entiere Y, o bpz™ = > o fe=ly™. D’apres le théoréeme précédent, la série
entiere ) . (n + 1)b,112" = ), -, a"2™ a pour rayon de convergence . Donc R = R'. De
plus, pour tout x €] — R, R[, F'(z) = f(x) et comme F'(0) = by = 0, F est la primitive de f qui
s’annule en 0. |

THEOREME 4.3. Soit ), . anx" de rayon de convergence R > 0. On pose f(z) =

o a,x™. Alors, pour tout k € N* :

“+oo
. : n+k)!
(1) La sérzez #amkx” a également pour rayon de convergence R.
n!
n=0
(ii) La fonction f est k fois dérivable sur | — R, R| et, pour tout x €] — R, R|,
+oo |
F) (N (n+k)! n
f(x) = Z Y Ap+kT .
n=0

En particulier : f est de classe C* sur| — R, R| et, pour tout n € N,

1
— )
an = (0).
DEMONSTRATION. Raisonnons pas récurrence sur k. Nous avons déja démontré le résultat
pour k£ = 1. Supposons le vrai pour k et considérons la série entiere ) ., b,z avec

n+k)!
b, = (n—|>an+k-

Par hypothese, cette série a pour rayon de convergence R, f est k fois dérivable et, pour tout
r €] —R,R|,

+oo
8 (z) = Z b,x".
n=0

D’apres Théoreme 4.1, la série entiere ano(n + 1)b,,12™ a pour rayon de convergence R,
f®)(z) est dérivable (c’est a dire f est k + 1 fois dérivable) et, pour tout x €] — R, R|,

/ > W o= (n+ k1) n
FED (@) = (V) (z) = nz%(n + Dbpr2" = nz% (n—!)a’”’““x '

Au point z = 0, tous les termes de la somme s’annulent, sauf celui de rang n = 0. L’égalité
s’écrit :

FER(0) = Klay.
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5. Fonctions développables en séries entieres

Définition 5.1. Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble E de R et a valeurs dans
R (ou C). On dit qu’elle développable en série entiere sur | — r, [ si | — r,7[C E et s’il existe
une série entiere ) ., a,x™ de rayon de convergence R > r tel que, pour tout x €] — r, 7],

_l’_
flz) =372 anx™.
PROPOSITION 5.2.
e Supposons que f soit développable en série entiere sur | —r,r]|.

.. (n)
Alors, f estde classe C* sur|—r, 1], le rayon de convergence de la série ), -, fT!(O)ac”

est supérieur ou égal a r et pour tout x €] — r, 1|,
+oo

0 .,

f@)=2 =
n=0
e Réciproquement, supposons que | est de classe C* sur | — r,r| et que, pour tout x €

| —r

" SNt f(T).

N (g
ZO f n'( )
"(0)

£t
Alors, le rayon de convergence de la série entiere g ——2x" est supérieur ar, f est

n!
n>0
développable en série entiére sur | — r,r| et pour tout x €] — r,r|,
“+o0o
F0) .,
fla) =Y I
n=0

DEMONSTRATION.
e Par hypothese, il existe une série entiere ) | ., a,2™ de rayon de convergence > r > 0
tel que, pour z €] — 7, 7| :
+00

fz) = Z a,z".

n=0
. On a vu que f estde classe C* sur | — 7, r| et que, pour tout n € N,
q que, p

F(0)

n!

Ay —

e Trivial par définition.
|

THEOREME 5.3. Soit [ une fonction de classe C* sur| — r,r[, r > 0. On suppose qu’il
existe M > 0 tel que
VneN, Vze|—rr[, |[fM(z)] <M.
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Alors f est développable en série entiere sur | — r,rlet, pour tout x €] — r,r|,

I £(n)
f) =3 0,
n=0 ’

DEMONSTRATION. La formule de Taylor-Lagrange donne : pour tout N € N, et pour tout
x €] —r,r[, il existe # €]0, 1] tel que :

N
() L, N (6)
— Z ' T + (]V—_i_l):L"INJrl.

Mais, en utilisant I’hypothese,

[0 0) ] g e
(N +1)! - (N4
Le terme de droite tend vers 0 quand NV tend vers +oc0. |

6. Développement en séries entieres de fonctions usuelles

PROPOSITION 6.1. Les séries entieres suivantes ont pour rayon de convergence R = 1 et
leur somme est donnée par : pour tout v €| — 1,1] :

I- e
2 +
1 0o
e
3-
1_1'2_2_:1,271
4-
_Z n Qn
5-
—In(1 — x) Z—n
6- +
o0 n—1
1(1+w):;(_172 "
7-

“+oo

(=" o
arctan x = E ~ 7 g2ntl
— 2n + 1
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PROPOSITION 6.2. Les séries entiéres suivantes ont pour rayon de convergence R = +oc et
leur somme est donnée par, pour tout v € R :

8-
00 "
e = Z m
n=0
9-
+oo
: (=1)"  sumt
sinx = :
; (2n +1)!
10-
+oo
_ (_1)71 2n
cosx = Z @) x
n=0
11-
+oo 2n+1
x
sinhz =
— (2n+1)!
12-
e 4 e % +oo r2n
coshy = —— = :
2 — (2n)!
DEMONSTRATION. 8- Posons f(x) = e”. La fonction f est définie et de classe C*

sur R. Pour tout n € N, f(™(x) = e*. En particulier, f™(0) = 1. Pour tout r > 0 et
pour tout z €] —r,r[,ona

le?| < el*l < er.

Grace au théoreme 5.3., on obtient que le rayon de convergence est R = o0 et que,
pour tout x € R,

+oo +oo
=3 Oy Lo

n=0
9- Posons g(z) = sinz. La fonction g est définie et de classe C* sur R.
Pour tout n € N, g™ (2) = (=1)"sinx et g?"*1)(x) = (—1)" cos . On a donc

vn €N, [¢"(x)] < 1.
De plus, g?(0) = (—=1)"sin0 = 0 et g@?"*)(0) = (=1)"cos 0 = (—1)"
Grace au théoreme 5.3., le rayon de convergence est R = 400 et, pour tout z € R,
“+o0o (k) +00 _1\n
s 9" (0) 4 _ (1) 2n+1
smx—kZ:OTx —;mx .

10- On dérive 9-.



11- C’est la somme de e”/2 et de —e~7/2. Le rayon de convergence des deux séries est
+00, donc le rayon de convergence de la somme est +-00. De plus,

by — ef —e 1 =" 1R (=1)man
“nx__jf__ﬁggﬁ_igg_ﬁr_
B f 1 — (_1)71 " B f p2k+1
B 2 n! A~ (2k+1)

n=0 k=0

12- On dérive 11-.

PROPOSITION 6.3 (Développement de f(x) = (1 + x)%).
Soit a € R*. Pour tout x €| — 1,1, ona:

~a@—1)-(a-(n-1) ,

(I+a)* =1+ ",

n!

n=1

DEMONSTRATION. La fonction f est1’unique solution sur |—1, 1| de I’équation différentielle

(1 +2)f(z) = af(z), f(0)=1

Cherchons la solution de ce systéme sous forme de série entiere f(z) = > a,2™ avec un
rayon de convergence R que 1’on déterminera.
On a

(1+2)f'(x) =(1+2) Y na,a"!
n=1
+o00 [e%¢]
n=1 n=1
oo )
= Z(n + Dap 12" + Z na,x"
n=0 n=1
=a; + Z(n + Dap 12" + Z na,x".
n=1 n=1
=ap + Z((n + Daps1 + na,)x™.

n=1

En identifiant les deux séries :

a; + Z((n + Dapi1 + nay)x" = Z aa,x”,

n=1 n=0
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et en tenant compte de la condition initiale f(0) = 1, on obtient :

ag = 1
a; =«
Vn € N*, (n+ 1)ay1 + na, = aa,

ce qui est équivalent a :

ag = 1
a—n
VneN, a = a
) n—+1 n—l—l n
et finalement, par récurrence, on trouve :
ag = 1
ala—1)---(a—(n—1
nene a0l (a=(n-1)
n!
e Casoua € N:
Pour toutn > o+ 1,onaa, = 0.
|
o) A
Pour tout n € {0,--- ,a}, a, = Tpp—TL On retrouve la formule du bindme de
nl(a—n)!
Newton :
o a'
1+2)*= B
( ) Z n!(a —n)!
n=0
e Casou a ¢ N: Pour toutn > «, a,, # Oet
Gt a—n n— o
an, n+1 n+1

Le rayon de convergence de la série entiere est donc R = 1 et pour tout z €| — 1, 1],

n!

RN ICE R CEIUE) Y

7. Théoreme de convergence radiale d’Abel

THEOREME 7.1. Soit ), ., a,x"™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Notons
f(x) =31 a,2" pour tout v €] — R, R|.
Supposons que la série Z a, R" converge. Alors,

n>0

+o0
f(x) =4 p- ZanR”.
n=0



DEMONSTRATION. Supposons dans un premier temps que R = let) . a, = 0. Mon-
trons que

f(f)—%m_ﬂf 0.
Posons S,, = Y, a,. On a, pour tout N € N et pour tout z €]0, 1] :

N

N
Z anx" = ag + Z(S’n — Sp_q)z”
n=0 n=1
N N
= ay+ Z Sy’ — Z Sp_1x"
n=1 n=1
N N-1
=ay+ Z S, — Z S,z
n=1 n=0
N N
=So+ Y Sua" = St — Sox + Sya !
N
=So— Sor+ Y _ Sp(a" —a") + a2t

n=1

N
=(1—2x)Sy+ Z(l — 2)Spa" + Syt

n=1

N
Zl—xSx + SNt
=0

Ona

|SN$N+1’§|SNL

On fait tendre N vers +oco, comme la suite (Sy)y tend vers 0, on a S NNt — 0.

+o00
= Nl_l}foo Z apx” = (1 —x) z% Spa™.
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Soite > 0. Il existe N € N tel que, pour tout n > N, |S,,| < 5

N +o00
f@)=1-2)|> S+ > S

n=0 n=N+1

N +o00
<@=2)> S|+ (L—2) > [Sula"

n=0 n=N+1

N 400
<(l—-ux) ZSna:” +(1—2x) Z gx”

n=0 n=N-+1

N +00
=(1-2x) ZSnx” —l—(l—x)ng“Zx”

n=0 n=0

N
=(1-2)|> 8" +§xN“

n=0

al €

Comme 1 —z — 0 quand x — 17, il existe » > 0 tel que, pour = €]1 — 7, 1],

Pour z €]1 — 1, 1], on adonc |f(x)| < . Ceci finit de démontrer que f(z) —, ;- 0.
Pour le cas général, posons, pour n € N*, b, = a,R" et by = — Z:g b,,. Considérons la
série entiere g(y) = >, -, b,y". Elle vérifie les hypotheses du premier cas car

+oo +o0
D bu=by+ Y by=0
n=0 n=1

et son rayon de convergence est égal a 1 car

D by =) an(Ry)"

converge si |Ry| < R <= |y| < 1, diverge si |Ry| > R < |y| > 1.



Pourz €] — R, R[:
+oo +oo A"
flz) =ao+ Zana:” =ag + an <E>
n=1 n=1
+0o0
= Qo —b0+an (%)
n=0

:ao—bo+g(%):ao+§bn+g(%)

:ao+§an}%n+g (%) = faﬁ%”%—g <%> :
n=1 n=0

D’apres ce qui précede,
g (y) —ry—1- 0.
On en déduit que

+o00
f(z) =sp- ZanR”.
n=0

8. Exponentielle complexe

On étend la définition des séries entieres a la variable complexe z en considérant la série
Y ns0 @n2". Le rayon de convergence R est défini et calculé de la méme maniere.

Pour tout 2z € C tel que |z| < R, la série Y, ., |a,2"| converge. ca implique que la série
3,50 An 2™ converge. -

On définit le disque de convergence D(0, R) = {z € C : |z| < R}.

La série entiere ), = a un rayon de convergence infini. Donc la série est convergente sur
tout C. On définit I’exponentielle complexe par

+oo
z Zn
e’ = E —.
n!
n=0
D’apres la proposition 6.2, elle coincide sur R avec la fonction exponentielle connue.

En identifiant les développements en série enticre, on retrouve les identités :

—iT 1T

e’ +e . e
CoOST = 5 smx =

—xT

—e
21



