1. Séries trigonométriques
Définition 1.1. On appelle série trigonométrique toute série de fonctions de la forme
a
24 Z (ay, cos(nx) + by, sin(nz))
n>1

avec, pour tout n € N, a,, b, € R. En tout point x ou la série converge, on notera

flz) = % + Z (ay, cos(nx) + by, sin(nz))

n=1

PROPOSITION 1.2.
e Si la série converge en un point x € R, alors elle converge en tout point de la forme

x + 2km, k € Z. De plus, on f(z) = f(x + 2km).

e Si la série converge simplement sur R, alors f est une fonction périodique, de période
2.

PROPOSITION 1.3.
(i) Si les séries numériques (a,)nen et (bn)nen sont absolument covergentes, alors la série

trigonométrique est normalement convergente sur R.
(i) Si les séries numériques (ay,)nen et (by)nen sont décroissantes et tendent vers 0, alors
la série trigonométrique est simplement convergente sur R \ {2kn, k € Z}.

PROOF.
(i) Il suffit de remarquer que, pour tout x € R et pour toutn € N*, ona:

|lay, cos(nz) + b, sin(nz)| < |a,| + |by|.

(ii) Pour tout x € R\ {2k7, k € Z} et pourtout N € N,ona:

[ —
Z|cos (nx)] < |s1n(m/2)|
et

Z’Sm ml S T |sm(x/2)\

Grace au critere d’ Abel pour les séries numériques, les deux séries

Z a, cos(nx) et Z a, sin(nx)

n>1 n>1

convergent donc leur sommes converge aussi.



2. Représentation complexe des séries trigonométriques

Les formules d’Euler donnent :

i —ix

eix + efi:v ) el _ e
cos(r) = ———; sin(x) = ———.
2 21
La série trigonométrique s’écrit alors
inT
E cpé
nez
*
avec, pour tout n € N*,
Qo a, — b, a, + b,
CO= 53 C= "5 5 Cn=—"0

3. Calcul des coefficients

PROPOSITION 3.1. Soit f une fonction périodique de période 27 et intégrable dans l’intervalle
0, 27]. Alors, pour tout o € R, on a

2T a2
[ rwi - /a F(t)dt.

PROPOSITION 3.2. Soientk,n € Zetx € R. Ona:

2 .
(e 0 si k#n
ix(k—n) _

/ € dr { 1 si k=n

/ cos(kx) cos(nz)dr = { 0 si k#n

0 1 si k=n
27 .

/ sin(kz) sin(nz)dr = { 0 - k#n
0 1 si k=n

2w
/ cos(kz) sin(nz)dx = 0.
0

PROPOSITION 3.3. Supposons que la série
% + Z (ay, cos(nx) + by, sin(nz))

n>1

converge simplement sur R et posons

+o0
flx) = % + n; (an cos(nz) + by sin(nz)) = kz_: o,
Alors, on a, pour tout k € 7,
1 2T
Cr = f(z)e *dg.

o
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Et, pour tout n € N,
ap = * fo ) cos(nz)dx

b, =1 fo ) sin(nz)dz

4. Séries de Fourier

Définition 4.1. Soit f : R — R une fonction 27-périodique et continue par morceaux sur
[0, 27]. On appelle série de Fourier associée a f la série trigonométrique

+oo
& : ikx
St(x) = ?0 + Z (a, cos(nzx) + by, sin(nx)) = Z cpe'®?.
n>1 k=—o0
avec, pour tout n € N,
a, =1+ 027r f(z) cos(nz)dz
by = * fo ) sin(nz)dz

Ce sont les coefficients de Fourier réels.
Les coefficients de Fourier complexes sont donnés par pour tout k € Z,

1 2
—ikx
Cp = .
R=oo f(z)e
Les correspondances entre les coefﬁments de Fourier réels et complexes sont, pour tout n €
N* .
ag a, — b, a, + b,
0= i = Ty T
ag = 2¢o; p = Cp + C_p; by = i(c, — c_p).
Remarque 4.2.

Si f est paire sur [—, 7], alors, pour tout n € N,
2 K
= —/ f(z) cos(nz)dz; b, = 0.
T Jo
Si f est impaire sur [—, 7], alors, pour tout n € N,
2 s
0 =2 / f(2) sin(nz)dz
T Jo

LEMME 4.3 (Lemme de Lebesgue). Soit f : R — R une fonction 2m-périodique et continue
par morceaux sur [—7, 7. On a

lim / f(t)e*dt = 0.
|a| =400 J_

En particulier, pour les coefficients de Fourier :

lim ¢, =0.
|k]—+o00



lim a, = lim b, =0.
n—-+o0o n——+00

PROOF. La propriété est immédiate si f = 1:

4 2
/ ek dt = —,—W.
1o

—T

On généralise la propriéte aux fonctions en escalier en utilisant la relation de Chasles.
Soit ¢ > 0. Comme f est continue par morceaux, il existe deux fonctions en escalier , ¢ et ¢
telles que ¢ < f < et — ¢ < 1-—. De plus, il existe N € N tel que, si |alpha| > N,

d(t)etdt < g; d(t)e~otdt < %

T

:rr f(t)e*dt = /

—T

(F(1) — o(t))etdt + / " o(t)ectdt < =

D’autre part,
—/ f(t)edt = / (—f@) +w@)e*dt + | P(t)edt < e.
On a donc, pour k > N,

1 " at
lcx| = Py '/_Wf(t)e dt’ <e.

Notation : En tout point a € R, on note

fla®) = Tim_ f(); fla™) = lim f()

r—a-
Si a est un point ot f est continue, on f(a™) = f(a™) = f(a).
THEOREME 4.4. Soit f : R — R une fonction 2n-périodique et continue par morceaux

sur [0, 27]. On suppose que [ admet en tout point une dérivée a gauche et une dérivée a droite.
Alors, la série de Fourier de f est simplement convergente sur R et on a, pour tout x € R :

f@) + fa7)
: :

+oo
Qo .
5 1 E (ay, cos(nx) + by, sin(nz)) =

n=1

De plus, la convergence est uniforme sur tout intervalle ot f est continue.

Notations : On notera respectivement f’(z") et f'(z™) les dérivées a droite et a gauche au
point z.

PROOF. Pourn € Netu € R, posons

D, (u) = zn: et

k=—n



4. SERIES DE FOURIER
L’application D), est appelée "noyau de Dirichlet. On a

n ) n ) i(n+l)u _ 1 i(n+l)u _ 1

o iku —tku __ € €
Dn(v)——l—irg e —|—E e =—-14 pr— + ]
k=0 k=0

(0 D0/2) | psin((n + Duf2)

sin(u/2) sin(u/2)
cos(nu/2)sin((n + 1)u/2)

sin(u/2)
sin((n + 1/2)u + sin(u/2)

sin(u/2)
_ sin((n 4+ 1/2)u

sin(u/2)

=—-1l+e

=—1+2

=1+

De plus, on a, pour tout n / inN,

1 " 1 - " inu
% _ﬂ—Dn(u)dUZ%kZ_ /_We du = 1.

Pour tout N € N, Posons

N N
. 1 4 o
Sw(x)= Y et =3 — / F(t)e*eeat
k=—N k=—N TJn
N

1 (7 -
_ = " zk(a;—t)dt
03

=—N

1 s
= 2—/ f(z —u)Dydu (en posant u = z — t)
™ —T

1 ™
= 2—/ f(z +wu)Dy(u)du (en posant u =t — x).
n —T

Donc
_ 1 [ feru)t fla—v)
2 ). 2 '
sp(ey- HEEI) L[ (o= Sl S 16



6

Considérons la fonction g définie sur [—m, 7| par
_fle—uw+ fletu) - fl@T) - fa7)
9lw) = 2sinu/2
9(0) = f'(z") = f'(=7).
La fonction g est continue en ( car
fla—uw)+ fletu) - fla") - flz7) w
u 2sinu/2 = 9(0),

et elle est continue par morceaux sur [—m, 0[U]0, 7[. Elle est donc continue par morceaux sur
[—7, w]. D’apres le lemme de Lebesgue, on a :

sy - LEEIET) L

T om

,siu # 0

g(u) =

g(t)sin((n + 1/2)udu — N1 0.

—T

THEOREME 4.5 (Egalité de parseval). Soit f : R — R une fonction 2m-périodique et
continue par morceaux sur [0, 27). La série _, _, |cx|* est convergente et

™

+o0 ) 1 ,
3 laft=g [ o

—T

Remarque 4.6. En utilisant les correspondances entres les coefficients réels et complexes, ce
résultat s’écrit aussi :

5. L’approche hilbertienne

On considere 1’espace vectoriel £ des fonctions 27-périodiques et continues par morceaux
sur [0, 27]. On définit une application < .,. >: E X E — C par:

<fg>= o / Il

Cette application est une forme hermitienne, c’est a dire qu’elle vérifie les propriétés suivantes :
e < fH+g h>=<f h>+<gh>;
o < \f,g>=A<[f,9g>;
o < fig>=<g,f>.
De plus, cette forme est positive, c’esta dire que :< f, f >> 0.
Pour tout k¥ € Z, on note e, : R :— C la fonction définie par e;(x) = e,

PROPOSITION 5.1. La famille {ey, k € 7} est une famille orthononormale de ’espace F
muni de la forme < ., . >.

Remarque 5.2. Soit f € F.
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e On a, pourtout k € Z, cj, =< f,ex >.
o [[fIIP =<1 f>=q5 [T [f(®)]dL.

Définition 5.3. On appelle polyndme trigonométrique de degré N, toute fonction de la forme

N
Py(x) = Z cre™,
k=—N

ou ¢, sont des nombres complexes avec cy # 0.
Pour tout N € N, on note Fy le sous-espace vectoriel de £ engendré par {e,,—N < n <
N}, autrement dit, celui des polyndmes de degré < N.

PROPOSITION 5.4. Soit f € F et N € N. On considere le polynéme trigonométrique associé

af:

N N
Py(f)(z) = Z cre™t = Z < f,er > eg.
k=—N k=—N
(1) Le polynéome Py est la projection orthogonale de f sur F\y.
(i1)
N
1Pnl® = D> < fren> P
k=—N
PROOF. (i) Soitn € {—N,--- ,N}.Ona
N
<Py(f)ien>= Y < frep><e e, >=<fe,>.
k=—N
Donc
< Pn(f)— foen >=< Pn(f),en > — < f,e, >=0.
(i1)
N N
< Pn(f),Pn(f) > =< Z < f,ex > ey, Z < fren>e, >
k=—N n=—N
N N
=) <f,ek><ek,(z <f,en>en) >
k=—N n=—N
N
= Z < f,ex > <Zn: —NYN <ep, < fen > en>
k=—N
N
- Z < f,ep > (Zn: —NN< fle, > < e, en >>
k=—N

N

N
=) <fea><fea>= ) |[<fe>|
k=—N

k=—N _



LEMME 5.5. Soit
PROPOSITION 5.6 (Inégalité de Bessel). Soit f € F.

+oo -
Z | < f,en > IQS%/ | f(t)|dt.

k=—o00 -

PROOF. Soit N € N. D’apres le théroreme de Pythagore,

LAIZ = 11Lf = P (HIP + 1 Pv ()1

En particulier,

+o0o
Do 1< fien>P=Pv(HI < AP

k=—o00



