CHAPITRE 2 - SUITES REELLES

1. Définitions et premieres propriétés
Définition 1.1. Une suite numérique est une application

N —-R
n = U,

En général, la suite u est notée (u,,).

Remarque 1.2. Parfois, u,, n’est défini qu’a partir d’un certain rang p € N. On notera alors
(U )n>p-
Exemples :

(1) Les suites arithmétiques.
Elles sont de la forme u,, = an + b ou a et b sont des rnombres réels fixés.
Le nombre b est le premier terme (ug = b) et le nombre a est appelé raison de la suite.
Deux termes consécutifs sont liés par la relation : u,+1 = a + u,.
(2) Les suites géométriques.
Elles sont de la forme u,, = ba™ ou a et b sont des nombres réels non nuls fixés.
Le nombre b est le premier terme (ug = b) et le nombre a est appelé raison de la suite.
Deux termes consécutifs sont liés par la relation : u,, 1 = au,,.
(3) Les suites définies par récurrence.
Elles sont définies par la donnée d’un ou plusieurs premiers termes et d’une relation de
récurrence reliant w,, aux termes précédents.
Exemples :
(@) uo =1, u, =sin(u,_1),n > 1.

(b) ug=0,u; =1, u,, = Up_1+un_o, n > 2. Cette suite s’appelle la suite de Fibonacci

Définition 1.3 (Sens de variation). Soit (u,) une suite a valeurs dans R.

(1) On dit qu’elle est constante si pour tout n € N, u,, = uq.
(2) On dit qu’elle est stationnaire s’il existe p € N tel que, pour tout n € N,

Uptp = Up.
(3) On dit qu’elle est croissante si, pour tout n € N,
Upp1 2 Unp-
(4) On dit qu’elle est strictement croissante si, pour tout n € N,
Upt1 > Up.
(5) On dit qu’elle est décroissante si, pour tout n € N,
Uptl < Up.
(6) On dit qu’elle est strictement décroissante si, pour tout n € N,

Up+1 < Up.
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(7) On dit qu’elle est monotone (resp. strictement) si elle décroissante ou croissante (resp.
strictement).

Définition 1.4 (Majorée, minorée, bornée).
Une suite numérique (u,,) est dite

(1) majorée s’il existe M € R tel que, pour tout n € N, u,, < M. On dit alors qu’elle est
majorée par M et que M est un majorant de la suite.
(2) minorée s’il existe m € R tel que, pour tout n € N,

Uy, = M.

On dit alors qu’elle est minorée par m et que m est un minorant de la suite.
(3) bornée s’il existe R > 0 € R tel que, pour tout n € N,

lu,| < R.
On dit alors qu’elle est bornée par R et que R est une borne de la suite.

Remarque 1.5. Une suite numérique est bornée par R si et seulement si elle est minorée par
— R et majorée par R.

Exemples :

(1) La suite u,, = sinn est minorée par —1, majorée par 1 et bornée par 1. Elle est bornée par
1.
(2) La suite u,, = 2 + (—1)" est minorée par 1 et majorée par 3. Elle est bornée par 3.

2. Convergence

Définition 2.1.
Soit (4, )nen une suite numérique. On dit que la suite est convergente s’il existe ¢ € R tel que

2.1 Ve >0, dN € Ntelquen > N = |u, — (| < e.

Si un tel nombre ¢ existe, alors il est unique. Ce nombre est appelé limite de la suite (u,,). On
note :

lim wu, =¥/, ouencore u, —> /.
n—-+o0o n—4oo

PREUVE DE L’ UNICITE. )
Supposons que la suite (u, ) admet deux limites distinctes ¢ et ¢'. Posons ¢ = @ > 0,

IN; € Ntelque n > Ny = |u,, — (] < e.
dN, € Ntel que n > Ny = |u, — '] < e.
Posons N = max(/Ny, Nz). Alors pour tout n > N, on a a la fois
lu, — ) < eet|u, — | <e.
On en déduit
e =0 =0 =10 —up,+u, =0 <[l —u,|+|u, — ] < 2e.

On obtient une contradiction.



Exemple.

1
- — 0.
n n—-+4oo

Montrons que cette suite vérifie la définition 2.1 avec £ = 0. Soit ¢ > 0. D’apres ’axiome
d’Archimede, il existe p € N* tel que p > 1. Alors

1 ‘ 1
Z_0l==<
n n

Vn > p, < €.

=

Remarque 2.2.
Pour p € N fixé, la convergence de la suite (u,, ), et celle de la suite (u,,),>, sont équivalentes.
Autrement dit, la convergence ne dépend pas des premiers termes.

Définition 2.3.
On dit qu’une suite est divergente si elle n’est pas convergente.

Exemple La suite ((—1)"),en+ est divergente.
Montrons que cette suite ne vérifie pas la définition 2.1.
Supposons pas 1’absurde qu’elle vérifie la définition 2.1 avec un certain £ € R. Alors, en
particulier, pour € = %, il existe N € N tel que pour tout n > N,
1

(1" =t < 3,

Alors, par I’inégalité triangulaire, on a, pour tout n > N,
1 1

(1) = ()™ = =D == (D)™ = Ol < D =+ (D) =l < 5+ 5 =1

Mais |(—1)" — (—1)""!| = 2. On aurait 2 < 1. D’ol la contradiction
PROPOSITION 2.4. Toute suite convergente est bornée.

PREUVE. Soit (u, ) une suite qui converge vers une certaine limite /. En utilisant la définition
dans le cas particulier ou € = 1, on a I’existence d’un entier N € N tel que, pour tout n > N, on a
lu, — €] < 1.

Posons M = max{|ui|, |ua]...|uy_1|}.

On a alors, pour tout n € {0,--- , N — 1}, |u,| < M < max(1 + |¢|, M).

Par I’inégalité triangulaire, pour tout n > N,

] < = €]+ 6] < 1+ [1] < max(1 + [¢], M),

Finalement, la suite est bornée par max (1 + |[¢|, M).

Remarque 2.5. La réciproque est fausse. Par exemple, la suite (—1)" est bornée mais diver-
gente.



3. Opérations sur les limites

PROPOSITION 3.1.
Soit (u,,) une suite.

(1) lim u,=(<= lim (u, —/¢)=0<= lim |u, —¥¢ =0.
n—+o00 n—+0o00

n—-+00
(2) lim u,=0<+<= lim |u,|=0.
n—-+00 n—-+00
(3) lim w, =¢= lim |u,|=|{
n—-+00 n——+00
PREUVE.

(1) Dans les 3 cas, la définition est
Ve>0,IN eN:n> N, |u, — (| < e.

(2) Prendre ¢ = 0 dans (1).
(3) Supposons que lim,, o, u,, = /.
Pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour n > N, |u,, — (| < e. Alors pour n > N,
en appliquant I’inégalité triangulaire, on obtient ||u,| — |[¢|| < |u, — | < €.
U

PROPOSITION 3.2. Soient (u,) et (v, )nen deux suites qui convergent respectivement vers (1 et
ly. Soient o, € R. Alors

(1) La suite (au,, + Sv,)nen converge vers aly + [ls.
(2) La suite (u,v,)nen converge vers {10s.

PREUVE.
(1) Soite > 0. Il existe N; € N tel que, pour toutn > Ny,ona:
3
lun, — 0] < —2(\04] s
Il existe également N, € N tel que, pour toutn > Ny, ona:

|’Un—€2| < 9

&
(18l +1)
Alors pour tout n > N = max(/N7, Ny), on a
o, + Bo, — (aly + Bla)| < |allu, — ] + |Bl[v, — Lo
_lake 8l
~ 2(laf+1) 2([p]+1)
< €.

(2) La suite (v,) étant convergente, elle est bornée. Soit M > 0 tel que pour tout n € N,
|va| < M. Soite > 0. Il existe N; € N tel que, pour tout n > Ny, ona:

€
n— | < —.
fun =il < 337
Il existe également N, € N tel que, pour toutn > Ny, ona:
oy — | < —— o
" (] + 1)
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Alors pour tout n > N = max(/N7, Ny), on a
\unvn — 6162’ = \unvn — gl’Un —+ gﬂ)n — €1€2)| S ‘Un’l}n — Elvnl —+ ‘Ungl — 6261’
< Mlug — ] + [l ][vg — o]

e, _lble
— 2 2(6|+1)
<E.

PROPOSITION 3.3.

Soit une suite (u,,) qui converge vers une limite { € R. Soit a € R.
(1) Si pourtoutn € N, u,, > a, alors { > a.
(2) Si pour toutn € N, u,, < a, alors { < a.

Remarque 3.4. Attention, u,, > a n’implique pas ¢ > a.
Par exemple Vn € N*, £ > 0 mais la limite de la suite (+) est égale a 0.

PREUVE.
(1) Procédons pas contraposée en supposant que ¢ < a. Il existe N € N tel que pour tout
n>N,|u, = < “T_e Pour tout n > N, on a alors

a—€+€_a+£<
2 Ty %

(2) La suite (—u,,) converge vers —{ et pour tout n € N, —u,, > —a. D’apres (1), on a alors
—{ > —a, ce qui est équivalent a ¢ < a.

Up =Up — L+ < |u, — |+ 1<

[l

PROPOSITION 3.5.
Soient deux suites (u,,) et (v,),en convergeant respectivement vers {1 et {5. Supposons qu’il
existe p € N tel que pour tout n > p,

Uy, < Uy
Alors {1 < 0.
PREUVE.
Pour tout n > p, on a v, — u,, > 0. Or (v,, — u, ) converge vers {5 — 1. Proposition 3.3 nous
donne ¢y — ¢1 > 0. ]

PROPOSITION 3.6 (Théoreme des gendarmes).
Soient trois suites (uy), (v,) et (w,) telles que pour tout n € N,

Wy < Up < Uy

Si les deux suites (v,) et (w,,) convergent vers une limite commune {, alors la suite (u,,) converge
également vers /.



PREUVE.
Soit € > 0. Il existe deux entiers /N7 et N tels que

n> N = |v, — | <e,
n> Ny = |w, —{| <e.
Posons N = max(/Ny, Ns). Pour tout n > N, on a
Uy — < v, — € < |v, —{| <e,
—(up, =€) < —(w, =) < |w, — | <e.

On en déduit que

lup, — 1] < e.
U
PROPOSITION 3.7.
Soient deux suites (u,) et (v,). Supposons que pour tout n € N,
0 S Unp, S Un,-
Alors
v, — 0=—=>u, — 0.
n—-+00 n—-+00
PREUVE.
11 suffit d’appliquer le théoreme des gendarmes avec w,, = 0 pour tout n € N.
U
PROPOSITION 3.8.
Soit (u,) qui converge vers une limite { € R*.
(1) Sit >0, alors il existe p € N tel que, pour tout n > p, u,, > é
(2) Sit <0, alors il existe p € N tel que, pour tout n > p, u,, < é
3) L Z,
(3) Un n~>—+>oo £
PREUVE.
(1) Grace a la convergence de la suite, il existe p € N tel que, pour toutn > p,ona:
l
En utilisant I’inégalité triangulaire, pour tout n > p, on obtient :
¢ 0
Uy =L+ u, —C>0—|u, — ¥l >0 — == —.
2 2
(2) On pose v, = —u,. La suite (v,,) converge vers —¢ > 0. D’apres le premier cas, il existe

p € N tel que, pour toutn > p, v,, > —g, d’ou u,, < %
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Up| > Ii;'

(3) D’apres ce qui précede, il existe p € N tel que pour tout n > p,
Soit € > 0. Il existe ¢ € N tel que, pour toutn > g, on a:

e l?
n— b < —.
w1 < &1

Posons N = max(p, q). Alors pour tout n > N, on a |[(u,| > % et
L1 0= uy|

u, L |y

2

< ﬁ!f—un\

< E.

4. Divergence vers I’infini

Définition 4.1.

(1) On dit qu’une suite (u,,) tend vers +o0 si :

VR > 0,dN € Ntelquen > N = u, > R.
On note :
Uy, — +00.
(2) On dit qu’une suite (u,,) tend vers —oo si :
VR > 0,dN € Ntelquen > N = u,, < —R.

On note :
Uy, — —O0.

Remarque 4.2.
Uy — +00 & —Uy — —O0.

Exemple. La suite u,, = n tend vers +00. En effet, par ’axiome d’ Archimede, pour tout
R > 0,1l existe p € N tel que p > R. On a alors

VYn>p, n>p>R.

PROPOSITION 4.3.

— 0.
— 0.
(3) S’il existe p € N tel que pour tout n > p, u, > 0etu, — 0, alors % — +o00.

(1) Siu, — +o0, alors il existe p € N tel que pour tout n > p, u,, > 0. De plus, %
1

(2) Siu, — —o0, alors il existe p € N tel que pour tout n > p, u,, < 0. De plus, ™

n—-+o0o
(4) S’il existe p € N tel que pour tout n > p, u, < 0etu, — 0, alors UL — —o00.
n—-400 n
PREUVE.

(1) Soit e > 0. La définition de la divergence vers +oo donne un rang p € N tel que pour
toutn > p, on au, > %,d’oﬁun > Oe‘[uL < €.
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(2) On pose v, = —u,, pour tout n € N. La suite (v,) diverge vers +oo. D’apres le cas
précédent, il existe p € N tel que pour tout n > p, Up > O De plus, i — 0. On en déduit
que pour tout n > p, u, = —v, < 0. De plus, - — — 0.

(3) Soit R > 0. La définition de la convergence vers O donne I’existence d’un rang N eN
tel que pour tout n > N, |u,| < %. Pour n > max(N, p), on a alors |u,| = u, < % d’ol

L >R
Un *
(4) On pose v,, = —u,, pour tout n € N. Pour tout n > p, v, > 0 et la suite (v,,) converge
vers 0. D’apres le cas précédent, - — +o00. On en déduit que - = -1 — —o0.
Un Un Un p—s+4oo

O

PROPOSITION 4.4. Soient (u,,) et (v,) deux suites a valeurs dans R.

(1) Si (uy,) est minorée et (v,,) tend vers +oo, alors la suite (u,, + v,,) tend vers +oc.
(2) Si (u,) est majorée et (v,) tend vers —oo, alors la suite (u,, + v,,) tend vers —oo.
(3) Si (uy,) est minorée par m > 0 et (v,,) tend vers 4o, alors la suite (u,v,,) tend vers +0oc.
(4) Si (uy,) est majorée par M < 0 et (v,,) tend vers +oo, alors la suite (u,v,) tend vers —oc.

PREUVE.

(1) Soit m € R tel que pour tout n € N, u,, > m. Soit R > 0. Alors il existe N € N tel que
pour toutn > N, v, > |R —m| > R —m. Alors u, + v, > m+ v, > R.

(2) D’apres (1), la suite —(u,, + v,,) tend vers 00, ce qui est équivalent a dire que (u,, + v,,)
tend vers —oo

(3) Soit R > 0. Il existe N € N tel que pour tout n > N, v,, > %. Alors u,v, > mv,, > R.

(4) D’apres (3), comme (—u,,) est minorée par —M > 0, la suite (—u,v,,) tend vers +o0, ce
qui est équivalent a dire que (u,v,,) tend vers —

O

PROPOSITION 4.5. Soient (u,,) et (v,,) deux suites a valeurs dans R.
(1) Si (uy,) est convergente et (v,,) tend vers +o0, alors la suite (u,, + v,,) tend vers +oc.
(2) Si (u,) est convergente et (v,,) tend vers —oo, alors la suite (u,, + v,,) tend vers —oc.
(3) Si (u,) converge vers { > 0 et (v,) tend vers +00, alors la suite (u,v,) tend vers +oc.
(4) Si (u,) converge vers { < 0 et (v,) tend vers +o00, alors la suite (u,vy,) tend vers —oc.

PREUVE.

(1) Comme (u,,) est convergente, d’apres Proposition 2.4, elle est minorée. Il suffit d’appliquer
Proposition 4.4 (1).

(2) 1l suffit d’appliquer (1) a la suite (—u,,).

(3) Comme (u,,) converge vers ¢ > 0, d’apres Proposition 3.8, la suite (u,),>, est minorée
par g > (. 11 suffit alors d’appliquer Proposition 4.4 (3).

(4) 11 suffit d’appliquer (3) a la suite (—u,,).

PROPOSITION 4.6. Soient deux suites (u,,) et (v,). Supposons que pour tout n € N,
Uy, < Uy
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(1) Siu,, — +oo, alors v, — +0o<.
(2) Siwv, — —o0, alors u,, — —o0.

PREUVE.
(1) Soit R > 0. Il existe N € N tel que, pour tout n > N, u, > R. Pourn > N, ona
Uy > U, > R
(2) 1 suffit de remarquer que
Un, S Up <= —Un S —Up

puis d’utiliser (1).

PROPOSITION 4.7. Soit (u,,) la suite géométrique définie par
U, = a”.

(1) Sia > 1, alors a™ — +o0.

(2) Si—1 < a<1,alorsa™ — 0.

(3) Sia < —1, alors a®™ — +o0 et a**' — —o0. La suite (uy,) est alors divergente.
(4) Sia =1, alors la suite (u,,) est constante égale a 1 et converge donc vers 1.

PREUVE.
(1) Supposons que a > 1. Alors d’apres I'inégalité de Bernoulli, on a

a"=1+(@-1)">1+n(a—1).

Commea —1>0,1+n(a—1) = +00. On en déduit que a™ — +o0.

(2) Supposons que —1 < a < 1. Alors ﬁ > 1. D’apres (1), (|a1|)n = (ﬁ) — 400. On en

déduit que |a|™ — 0, puis que a" — 0.
(3) Supposons que a < —1. Alors a®> > 1. D’apres (1), a** = (a*)" — +o0o. On en déduit
que a*"™! = g a® — —o0.
0

5. Convergence des suites monotones
THEOREME 5.1.
Soit (u,,) une suite numérique croissante.

(1) Si la suite et majorée, alors elle converge. De plus, lim,,_, o u,, = sup{u,,n € N}.
(2) Si la suite n’est pas majorée, alors u,, — +00.

PREUVE.

(1) Supposons que la suite est majorée et posons S = sup{u,,n € N}. Soite > 0. Il existe
peNtelque S —e <u, <S.
Comme la suite est croissante, pour tout n > p, on a

S—e<u, <u, <8

On en déduit que pour tout n > p, on a
|up, — S| =8 —u, <e.
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(2) Supposons que la suite n’est pas majorée. Alors, pour tout R € R, il existe p € N tel que
u, > R. Comme la suite est croissante, pour tout n > p, on a

Uy > Up > R
O
THEOREME 5.2.
Soit (u,,) une suite numérique décroissante.
(1) Si la suite et minorée, alors elle converge. De plus, lim,,_, o u,, = inf{u,,n € N}
(2) Si la suite n’est pas minorée, alors elle tend vers —oc.
PREUVE. Il suffit d’appliquer le théoreme précédent a la suite définie par
Vp = —Up.
O

6. Notations de Landau
Soient deux suites (u,) et (v,)nen. On suppose que (v,,) ne s’annule pas (a partir d’un certain
rang). On écrit

 u, = O(v,) silasuite (%=) est bornée. On dit alors que u,, est un grand O de v,,.
e u, = o(vy) silasuite (*») tend vers 0. On dit alors que u,, est un petit o de v,,.
® u, ~ v, silasuite (**) tend vers 1. On dit alors que les deux suites sont équivalentes.

Exercice : Vérifier que ~ est bien une relation d’équivalence sur I’ensemble des suites réelles.

PROPOSITION 6.1. On suppose que (v,) ne s’annule pas.
Si u, = O(vy,). Alors

(1) v, - 0 = u,, = 0.
(2) |up| = +o00 = |v,| = +o00.

PREUVE. Comme la suite (Z—") est bornée, il existe M > 0 tel que pour toutn € N,

u
| <M <= |u,| < M|v,|.
Un,

On conclut en utilisant les propositions 3.7 et 4.6. 0

Remarque 6.2. Comme toute suite convergente est bornée,
Uy = 0(Vy) = U, = O(vy,).
Uy ~ Uy => Uy, = O(v,) etv, = O(uy,).
PROPOSITION 6.3.
Soient deux suites (u,) et (v,) ne s’annulant pas et équivalentes,

Alors (vy,) converge si et seulement si (u,) converge. En cas de convergence, elles ont la méme
limite.
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PREUVE. Supposons que (v,) converge et notons £ = limy,_, o v,. Alors, comme %= — 1,
on a

un
Up = —VUn —“n—+oo 14
Un
En inversant les roles de u,, et v,,, on obtient la réciproque. U

7. Suites adjacentes

Définition 7.1. On dit que deux suites (u,,) et (v,) sont adjacentes si ’'une est croissante,
I’autre est décroissante et v,, — u,, — O.

THEOREME 7.2.
Si (uy,) et (vy,) sont deux suites adjacentes, alors elles convergent toutes les deux. De plus,
lim wu, = lim v,.
n—-+00 n——+0oo
PREUVE.
On peut supposer que (u,,) est croissante et (v,,) est décroissante.
Montrons alors que pour tout p, ¢ € N. Alors on a v, > u,.
En effet, par croissance de (u,,) et par décroissance de (v,,), pour tout n > max(p, ¢), on a

u, <up, et vy >wv, dou v, —u, > v, — Up.
En passant a la limite quand n — 400, on obtient
Vg — up > 0.

La suite (u,,) est croissante et majorée par n’importe quel terme de (v,,). Donc elle converge.
Notons /¢ sa limite.
Pour toutn € N, on a v, = u,, + (v, — up) — L.
0

8. Suites extraites

Définition 8.1. Soit (u,,) une suite. On appelle suite extraite toute suite de la forme ()
avec v : N — N une application strictement croissante.

Exemple 8.2.

() u, = (=1)"™
En choisissant 1)1 (n) = 2n, on obtient la suite-extraite (us,) qui est constante égale a 1.
On remarque que (us,) converge vers 1.
En choisissant ¢, (n) = 2n+ 1, on obtient la suite-extraite (us2,+1) = —1 qui est constante
égale a —1. On remarque que (1) converge vers —1.

(2) u, = sin(nf).

En choisissant ¢; (n) = 2n, on obtient la suite-extraite (us,) qui est constante égale a

0.
En choisissant 15(n) = 4n+ 1, on obtient la suite-extraite (u4,1) qui est constante égale
al.
En choisissant 13(n) = 4n — 1, on obtient la suite-extraite (u4,2) qui est constante égale
a—1.
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LEMME 8.3. Soit ) : N — N une application strictement croissante. Alors, pour tout n € N,
on a(n) > n. En particulier, )(n) — 400

PREUVE. On raisonne par récurrence sur n € N.
(1) n = 0: Evident car ¢(0) € N.
(2) Supposons 1(n) > n. Comme 1) est strictement croissante, on a ¢)(n + 1) > ¢ (n) donc
P(n+1)>¢Pn)+1>n+1.
U

PROPOSITION 8.4. Soit (u,) une suite convergente et soit { sa limite. Alors toutes ses suites
extraites convergent vers (.

PREUVE. Soit (uy(,)) une suite extraite. Soit € > 0. Par convergence de la suite (uy,), il existe
N € Ntel que pour tout n > N, ona |u, — {| <e.
D’apres le lemme précédent, pour n > N,ona(n) >n > N.D’ou

|tymy = €] < e

Remarque 8.5.

Proposition 8.4 est souvent utilisée pour montrer qu’une suite ne converge pas.

Revenons a I’exemple 8.2. Comme la suite (—1)™ admet deux suites extraites qui convergent
vers 2 limites différentes, on peut en déduire qu’elle ne converge pas.

De méme, comme la suite sin(nZ) admet au moins deux suites extraites qui convergent vers 2

2
limites différentes, on peut en déduire qu’elle ne converge pas.

Définition 8.6 (Valeur d’adhérence).
On appelle valeur d’adhérence d’une suite toute limite d’une de ses suites extraites.

Remarque 8.7.

(1) D’apres Proposition 8.4, si une suite est convergente, alors son unique valeur d’adhérence
est sa limite.

(2) D’apres Exemple 8.2, la suite u,, = (—1)™ admet 1 et —1 comme valeurs d’adhérence.

(3) D’apres Exemple 8.2, 1a suite u,, = sin(nF) admet 0, 1 et —1 comme valeurs d’adhérence.

THEOREME 8.8 (Théoréme de Bolzano Weierstrass). Toute suite réelle bornée admet au moins
une valeur d’adhérence.

* PREUVE. Soit (u,) une suite réelle bornée, c’est a dire qu’il existe R > 0 tel que, pour tout
n € N,ona |u,| < R, ou encore

—R <u, <R.
Notre méthode consiste a construire par récurrence deux suites ayp < a; < --- < a, < --- et
bp > by >--->b, >--- telles que, pour tout n € N, on a les propriétés suivantes :
. R
@) bp —a, = o1’

(ii) L’ensemble E,, = {k € N : a, < uy <b,} estinfini.
12



On initialise les deux suites en posant ag = —R, by = R. On a alors Ey = N. Les propriétés
(i) et (i1) sont bien vérifiées.
Supposons construits les nombres ag < a; < --- < a, etby > by > --- > b, vérifiant les
propriétés (1) et (ii).
En particulier, a,, < b,, puisque b,, — a,, est positif.
Posons m,, = % (le milieu de a,, et b,) et remarquons que a,, < m,, < b,. Considérons les
deux ensembles
Ef={keN: a, <up <m,},
E- ={keN :m, <u, <b,}.
Comme E,, = E U E,, est infini, on a nécessairement au moins 1’un de ces deux ensembles qui
est infini. On choisit a,,,; et b, de la maniere suivante :
(1) Si Ef estinfini, on pose a, 11 = a, et b,11 = m,,.

Dans ce cas, bys1 — Gny1 = my, —a, = 25% = Let B,y = E est infini.

Remarquons également que a,, 1 = a, etque b, 1 = m,, < b,.
(2) Si Ef est fini, alors E est infini. Dans ce cas, on pose a, 11 = m,, et b, 1 = b,.
bn—an R

Dans ce cas, bpy1 — Gpy1 = by — my, = 225% = 4 et B,y = E, est infini.

Remarquons cette fois-ci que a,,.1 = m,, > a, etque b, 1 = b,.
Nous avons construit deux suites (a,,)nen €t (b, )nen telles que, pour tout n € N, les propriétés (i)
et (i1) sont vérifiées.
De plus, par construction, la suite (a,, ) ey est croissante alors que la suite (b, ),en est décroissante.
Comme

b, —a, = — 0,

2n71
nous constatons que ces deux suites sont adjacentes et convergent donc vers une limite commune
L.

Nous allons maintenant construire, par récurrence, des nombres entiers
P(0) <y(l) <---<(n) < ...

tels que, pour tout n € N,

(i) ap < Upn) < by,.

Posons ¢(0) = 0. On abien ag = —R < ug < R = b.

Supposons construit les nombres ¥(0) < ¥(1) < -+ < ¢ (n) vérifiant (iii).

Comme FE,,; est infini, il existe un nombre k € E, . tel que k& > ¢ (n). 1l suffit de choisir
(n 4+ 1) = k pour que la propriété (iii) soit vérifiée au rang n + 1.

Comme les suites (a,,) et (b,) convergent vers la méme limite ¢, le théoréme des gendarmes

montre que la suite extraite (u,(,)) converge vers .
O]

9. Suites de Cauchy

Définition 9.1. Une suite (u,,) est dite de Cauchy si
Ve > 0,dN € Ntelqueq > p > N = |u, — u,| < ¢.

Remarque 9.2. La définition est équivalente a :

Ve > 0,3N € Ntel que, pourtoutp > N etk € N, |uyp — u,| < e.
13



PROPOSITION 9.3. Toute suite convergente est de Cauchy.

PREUVE. Soit (u,,) une suite convergente vers une limite £. Soit ¢ > 0. Il existe N € N tel
que, pour tout p > N, on a

€
Soit ¢ > p > N. On a alors a la fois
luy — 0] < = et |ug —1] < =
Uy — - Uy — —.
P 2 e 2

D’ou, par I'inégalité triangulaire,
€

225.

g
|uq_“p|:|“q_€_(up_£)|§|uq_€|+|“p_€’<§+

PROPOSITION 9.4. Toute suite de Cauchy est bornée.

PREUVE. Soit (u,,) une suite de Cauchy. En utilisant la définition dans le cas particulier ou
e = 1,ilexiste N € N tel que pour tout ¢ > N, |u, —uy| < 1.

Posons M = max(|ugl, ..., |ux]).

On a alors, pourtout 0 < ¢ < N — 1,

lug| < M <1+ M.
Et par I'inégalité triangulaire, pour tout ¢ > N,
|ug| < |ug —un|+ |uy| <1+ |uy| <1+ M.

Finalement, la suite (u,) est bornée par 1 + M. O

THEOREME 9.5. On suppose qu’une suite est de Cauchy et qu’elle admet une valeur d’adhérence.
Alors elle est convergente.

PREUVE. Notons (uy,) la suite, ¢ la valeur d’adhérence et u,(,) la suite extraite convergeant
vers £. Soit € > (. Il existe J € N tel que, pour tout n > J,

€
[ty — €] < 5
Comme la suite est de Cauchy, il existe K € N tel que, pour tous ¢ > p > K,ona
[, — up| < g
Posons N = max(J, K). Pour tout n > N,ona(n) > n > N et donc a la fois
€ €
|uym) — €] < 5 et |uym) — un| < 5

Par I’inégalité triangulaire, on obtient

|un, — ) = |u, — Up(n) T Uip(n) — 0] < |u, — u¢(n)| + |uw(n) —l <e.

THEOREME 9.6. Toute suite réelle de Cauchy est convergente.
14



PREUVE. Soit (u,) une suite de Cauchy. Elle est donc bornée. D’apres le théoréme de
Bolzano-Weierstrass, elle admet une valeur d’adhérence et d’apres le théoreme 9.5, elle con-
verge. U

n

10. Etude des suites (14+2)%et (1—2)"
Fixons z € R et posons p = ||z|| + 1. Remarquons que pour n > p, on a

|i:—|§|—°71<1::>—1<£<1.
n p n

On définit les suites (ay,)n>p et (by)n>p par
= (145 b= (1-5)7
n n

THEOREME 10.1.

(i) La suite (a,,) est croissante
(ii) La suite (b,) est décroissante
(iii) Pour toutn > p, on a a, < b,.
(iv) a, et b, convergent vers la méme limite.

On peut déduire que ce sont deux suites adjacentes.

PREUVE.

(i) Pour n > p, posons
X X

n+l n(n+1)

P R
n n

Ona
xr
c+h=1+ >0
n —+
et v
ct+(n+Hh=14—-——=1.
n n

L’inégalité de Bernoulli donne :
(c+h)" > (n4+1)c"h = c"(c+ (n+1)h) = "

On en déduit ce qui suit :

n+1
X T\
10.2 1 - ”+1>":(1 —).
(10.2) (+n+1) (c+h)"™! > ¢ -

(i1) Soit n > p. En remplagant x par —x dans (10.2), on obtient

n+1 n —(n+1) -n
J— 2(1—f> — (1- 2 §(1—5) ,
n+1 n n+1 n

autrement dit,

anrl S bn
15
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(iii) Pour tout n > p, comme p > [z|,onan* > 2% donc 0 < 1 — — < 1.
n

D’une part, on a donc

()02 (- a) =

D’autre part, en appliquant I’'inégalité de Bernoulli de nouveau, on obtient

a z2\" z? z?
L L I A N
by, ( n2> - n? n

Comme 1 — % tend vers 1, d’apres le théoreme des gendarmes, lim,, o 3* = 1, autrement
dit, les suites a,, et b,, sont équivalentes : a,, ~ b,,.
(iv) Pour tout n > p, d’apres (ii) et (iii), on a
a, < by < by

La suite (a,,) étant croissante et majorée, elle converge. Comme a,, ~ b,,, d’aprés Proposition
6.3, la suite (b,,) converge vers la méme limite que (a,,).
OJ

Pour tout z € R, on note

exp(z) = lim (1 + %)n = lim (1 - %>_n

Remarquons que pour tout n > ||z|] + 1,ona
(10.3) (1+ f)” <exp(z) < (1-2) .
n

n

PROPOSITION 10.2.
(i) exp(0) = 1.
(ii) Pour tout z,y € R, exp(z + y) = exp(x) exp(y).

(iii) Pour tout v € R, exp(x) # 0 et exp(—x) = expl(x)'

PREUVE.

(i) Par définition, exp(0) est la limite de la suite constante égale a 1.
(ii) Supposons d’abord que xy > 0. Alors, pour tout n > [|z| + |y|] + 1, on a

x x + X x +
N I B e
n n n n

n
et

n n n n n

Donc, d’une part, on obtient

(1+5)" (1+Y) Z(Hx*y)
n n n
et en passant a la limite quand n — o0,

exp(z) exp(y) > exp(z + y).
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Et d’autre part, on obtient

—-n —-n -n
(1_f> (1_E> §<1—x+y)
n n n
et en passant a la limite quand n — +o0,

exp(z) exp(y) < exp(z +y).
Finalement, on a bien exp(z) exp(y) = exp(x + y).
Sizy < 0, alors la méme conclusion s’obtient en inversant les inégalités dans le raisonnement
précédent.
(iii) Soit z € R. D’apres (i) et (ii), on a exp(z) exp(—z) = exp(z — ) = exp(0) = 1. Onen
déduit que exp(z) # 0 et que exp(—x) =

xp(@)”

OJ
Notons que la propriété de multiplicativité se généralise a n nombres :

PROPOSITION 10.3. Pour tout x,xs, . .., x, nombres réels, on a
n n
exp Z x| = H exp(xy).
k=1 k=1

PREUVE. Effectuons une démonstration par récurrence sur n € N*,
Pour n = 1, I’égalité est triviale.
Supposons que I’égalité est vérifiée pour n’importe quels 7 nombres réels. Soient n + 1 nombres
réels x1, 9, ..., Ty, Tpy1. D’apres Proposition 10.2 (ii), on a

n+1 n
CeXp <Z 371«) = €xp ( 551«) exp(Tni1).
k=1 k=1

Et en utilisant I’hypothese de récurrence,

exp (Z xk) = (H eXp(ﬂfk)) exp(Tn+1) = HQXP(%)-

PROPOSITION 10.4.

(i) Pour tout x > —1, exp(z) > 1 + .
(ii) Pour tout v < 1, exp(z) < ﬁ
(iii) Pour tout x € R, exp(x) > 0.

PREUVE.
(1) Pour z > —1, I’inégalité de Bernouilli donne, pour tout n € N*,
<1—|—£> > 1+n£:1—l—x.
n n
Par passage a la limite, on obtient
exp(z) = lim (1 + f) >1+ux.
n—00 n

17



(i1) Pour z < 1, I'inégalité de Bernouilli donne, pour tout n € N*,

(1—£>n21—n£:1—x.
n n

(1-7) =
n — 11—z

et par passage a la limite, on obtient

On en déduit que

—_

-n 1
— i (1 _ —> <
exp(z) Jim . <1
(iii) Six > 0, alors d’apres (i), exp(z) > 1+ x > 0.
Six < 0, alors exp(z) = exp(l_x) > 0.

PROPOSITION 10.5. Siy > x, alors exp(y) > exp(x).

PREUVE. Siy > z, alors

par les propositions 10.2(i1) et 10.4(1) et (ii1).
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