SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

1. Suites de fonctions

Définition 1.1. Soit / un intervalle de R. Une suite de fonctions définie sur / est la donnée,
pour chaque entier n supérieur ou égal a un certain seuil ngy, d’une fonction f,, : I — R. On
notera la suite (f,,),>n, ou, plus simplement, (f,,).

Tout au long de ce chapitre, (f,,),, désignera une suites de fonctions définie sur / C R.

Définition 1.2 (Convergence simple ou convergence point par point).
On dit que la suite ( f,,),, converge simplement vers la fonction f : [ — R si pour tout x € I,
la suite f,,(z) converge vers f(x).

Définition 1.3 (Traduction formelle de la convergence simple).
La suite ( f,,),, converge simplement vers la fonction f : I — R si

Ve € [,Ve > 0,dN = N(e,z) € Ntelque n > N = |f,(z) — f(z)] < e.
Notez que dans cette définition, N dépend a la fois de ¢ et de .

Remarque 1.4.

e Pour x € [ fixé, la suite (f,,(z)),, est une suite numérique.

e Si, pour tout = € I, la suite numérique ( f,,(x)),, converge vers un nombre noté [, alors
on peut définir une nouvelle fonction f : I — R en posant f(z) = [,. Par définition, la
suite de fonctions ( f,,),, converge alors simplement vers f.

Exemple 1.5. La suite de fonctions (f,,),, définie sur / = [0, 1] par f,(z) = onverge
simplement vers la fonction f définie sur [0, 1] par f(x) = 0 pour tout = € [0, 1], f ( )

Définition 1.6 (Définition de la convergence uniforme).
On dit que la suite (f,,), converge uniformément vers la fonction f : I — R si

Ve > 0,dN = N(¢) € Ntelque n > N = sup |fn(x) — f(2)| < e.
zel

Notez que, contrairement a la convergence simple, N dépend de € mais PAS de x.
Remarque 1.7. La convergence uniforme implique la convergence simple.

Définition 1.8 (Autre définition de la convergence uniforme).
On dit que la suite ( f,,),, converge uniformément vers la fonction f : I — R si

sup | fn(z) — f(z)| — 0 quand n — +oo.
zel

Exemple 1.9. La suite de fonctions ( f,,), définie sur I = [0, 1] par f,,(x) = x" ne converge
pas uniformément sur [0, 1].

En effet, si tel était le cas, elle convergerait a fortiori simplement vers f sur [0, 1] et par unicité
de la limite, f serait la fonction définie sur [0, 1] par f(z) = 0 pour tout x € [0, 1], f(1) = 1. On
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aurait alors, sup,c(o ¢ [7"| — 0 quand n — +o0. Or, pour tout n, sup,¢o;(|2"| = 1. D’ot la
contradiction.

THEOREME 1.10 (Critere de Cauchy simple). La suite (f,,), est simplement convergente sur
[ si et seulement si

Vo € I,Ye > 0,3N = N(e,z) € Ntel que p,q > N = |f,(x) — f,(x)| < e.

On a écrit simplement, pour chaque x € [ le critere de Cauchy pour la suite numérique
(fn(x))n . On sait que toute suite numérique de Cauchy converge.

THEOREME 1.11 (Critére de Cauchy uniforme). La suite ( f,,),, est uniformément convergente
sur I si et seulement si
Ve > 0,dN = N(e) € Ntel que p,q > N = sup |f,(z) — f,(x)] <e.
zel
La différence est encore une fois dans I’ordre des quantificateurs. Pour la convergence uniforme,
N ne dépend que ¢ alors que pour la convergence simple, N peut dépendre de < et de x.

DEMONSTRATION. Supposons le critere de Cauchy uniforme vérifié, alors le critere de
Cauchy simple est vérifié a fortiori et la suite (f,,), converge simplement vers une fonction f
définie par f(z) = lim, o fo(x). Soit e > 0. On sait qu’il existe NV ne dépendant que de ¢
tel que, pour tout p > N, pour tout ¢ > N et pour tout x € I, |f,(z) — f,(x)| < €. On fait
tendre ¢ vers +-00. On obtient que pour tout p > N et pour tout = € I, | f,(z) — f(z)| <. Ona
démontré que la suite ( f,,),, converge uniformément vers f.

Réciproquement, supposons que la suite (f,), converge uniformément vers une certaine
fonction f. Soite > 0. Il existe N = N(e) € N tel que, pour tout n > N, pour tout x € I,
() = f(2)] < 2/2.

Pour tous p,¢g > N, on a

(@) = fo(@)] < |fp(a) = F@)| + | folz) = fz)] <e.

THEOREME 1.12. On suppose que pour tout n, f, est continue au point xo € I. Si la suite
(fn)n converge uniformément vers f sur I, alors f est continue au point x.

DEMONSTRATION. Supposons que ( f,,), converge uniformément vers f sur I et Montrons
que f est continue en xy. Soit ¢ > 0. Il existe N = N(e) € N tel que, pour tout n > N, ona a

la fois |f,(z) — f(x)] < e/3et|fn(xg) — f(zo)| < /3.
Par ailleurs, comme f est continue, il existe n > 0 tel que

|z — @0 <= [fn(x) = ()| < /3.
On a donc, pour tout x € [ tel que |z — xo| < 7,

[f (@) = f(zo)| < |f () = fn (@) [+ [fn(2) = v (@o) | + [ (o) = f(xo)| < e/3+¢/3+e/3 =
|
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COROLLAIRE 1.13 (Corollaire). On suppose que pour tout n, f, est continue sur I. Si la
suite (fy,)n converge uniformément vers f sur I, alors f est continue sur I.

Remarque 1.14. Ce critere permet de dire directement dans le cas d’une suite de fonctions
continues et convergeant simplement vers une fonction f non continue que la convergence n’est
pas uniforme.

Par exemple, pour f,(z) = x™ sur [0, 1]. On a déja vu que cette suite converge simplement
vers f définie par f(z) = 0 pour tout x € [0, 1], f(1) = 1. Chaque f,, est continue sur [0, 1] mais
f n’est pas continue sur [0, 1]. On peut donc dire d’apres ce théoréme que la convergence n’est
pas uniforme.

THEOREME 1.15. Soit (f,,),, une suite de fonctions continues sur I. On suppose que la suite
(fn)n converge uniformément vers f sur I. Alors pour tous a < b € I, la suite numérique

b
(/ fa(t)dt), converge et on a

lim / b = / o)

n—-+4o0o

DEMONSTRATION. Pourn > N,ona
b b b
| / fult)dt - / F(t)dt] < / Falt) — £(0)]dt
b
< / (sup | fulz) — f()])dt

zel

= (b—a)sup|fu(z) = f()].

xel
Par hypotheése, la suite numérique (sup,.; | fn(x) — f(x)|), converge vers 0. D’apres le théoreme
des gendarmes, on déduit que | fab fa(t)dt— fab f(t)dt| converge vers 0. Autrement dit, ( fab fn(t)dt),
converge Vers f; f(t)dt.
|

THEOREME 1.16. Soit (f,,), une suite de fonctions de classe C* sur I. On suppose que

(i) 1l existe a € I tel que f,(a) converge vers un nombre |,

(i) (f))n converge uniformément sur I vers une fonction g (ce qui implique que g est con-
tinue sur I).

Alors la suite ( f,), converge simplement sur I vers la fonction [ définie sur I par

flz)=1 —1—/ g(t)dt.
En particulier, f est dérivable sur I et f' = g.

DEMONSTRATION. Du fait de la continuité de f, les fonctions f,, peuvent étre définies de
la maniere suivante :

fo() = fula) + / ' FL(t)dt.
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D’apres le théoreme précédent, comme f/ converge uniformément vers g sur /, on a, pour tout
zel,

n—-+o0o

lim /xf;(t)dt:/wg(t)dt et Exf fn(m):l+/$g(t)dt.
|

THEOREME 1.17 (Théoréme de Dini). Soit K un compact de R . Soit (f,,)nen une suite de
fonctions numériques définies sur K et f une fonction définie sur K telles que

e Pour toutn € N, f, est continue sur K ;
o f est continue sur K ;
e Pour tout x € K, la suite (f,,(x)), est monotone.

Si (fn)n converge simplement vers [ sur K, alors (f,,), converge uniformément vers f sur K.
DEMONSTRATION. Quitte a remplacer f,, par — f,,, on peut supposer que pour tout x € K,
la suite (f,,(z)), est décroissante.
Procédons pas contraposée et supposons que la suite (f,), ne converge pas uniformément

sur K. Soit e > 0. Alors, pour tout n € N, il existe x,, € K et il existe N,, > n € N tel que
|fn, (xn) — f(zn)| = fn, (xn) — f(2,) > €. Pour tout m € N et pour tout n > m, on a donc

Jm(@n) = f(2n) 2 ful2n) = f(@0) 2 fn, (T0) — f(2n) > €.

Or, par compacité de [, il existe une sous-suite (24(,))» qui converge vers = € K. En supposant
par souci de simplicité que (x,,), converge vers x et en faisant tendre n vers +o0o, on obtient,
pout tout m € N,

fm(x) = f(2) 2 €.

Enfin, en faisant tendre m vers +oo, on obtient que (f,,(x)),, ne converge pas vers f(z),
autrement dit que la suite ne converge pas simplement vers f. |

2. Séries de fonctions

Soit [ un intervalle de R. On se donne une suite de fonctions ( f;,),>n, définie sur I.

Définition 2.1.
On appelle série de fonctions notée Zn>n0 fn la suite de fonctions (Fy)n>n, OU Fy est
définie sur [ par

n=ng

Exemple 2.2. On considere la suite ( f,,),>0 définie sur I = [0, 1] par f,,(z) = z".

Fy(z) =) a"
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3. Convergence simple et convergence uniforme

Définition 3.1 (Convergence simple).

On dit que la série Zn>n0 fn converge simplement sur / si la suite de fonctions des sommes
partielles (Fy)n>n, converge simplement sur /. Autrement dit, la série converge si, pour tout
x € I, 1a série numérique ) | . f.(z) converge.

On note alors Zzzo fn la fonction définie sur I par

(3 @) = 3 fule) = Jim Fy(a).

Définition 3.2 (Convergence uniforme).
On dit que la série ) f, converge uniformément sur [ si la suite de fonctions (Fy)n>n,
converge uniformément sur /.

PROPOSITION 3.3.
Sila série ), f, converge uniformément sur I, alors elle converge simplement sur I.

PROPOSITION 3.4.
(i) Sila série )y, f, converge simplement sur I, alors la fonction f,, converge simplement
vers la fonction nulle sur I.

(ii) Si la série ), f, converge uniformément sur I, alors la fonction f, converge uni-
formément vers la fonction nulle sur I.

DEMONSTRATION. (i) Pour tout z € I, la série numérique »_ . f.(z) converge.
Donc la suite ( f,,(2))n>n, converge vers 0.
(i1) Supposons que la série converge uniformément sur /. Notons /' sa somme, c’est-a-dire
la fonction définie par F(z) = 3.7 f.(z). Ona, pourtoutz € I etn > ng + 1,

n=ng

@ = 3 @) = 3 file) = Fala) — Fas(0).

k=ng k=ng
Par I’inégalité triangulaire,
|fo(@)| < |Fu(z) — F(z)| + |Fa-i(z) — F(2)].
On en déduit que
sup | fn(2)] < sup |[Fo(2) — F(2)| +sup [Fy-i(z) — F(z)].
xre

zel zel

D’apres la convergence uniforme de la suite de fonctions (Fiv) y>n,, les deux termes de
droite tendent vers 0 quand n tend vers +o0o donc le terme de gauche aussi; ce qui veut
dire que f,, converge uniformément vers O sur [.

|

PROPOSITION 3.5.
La série ), f, converge uniformément sur I si et seulement si

() >, fn converge simplement sur I,



(ii) la suite de fonctions (Ry)y définie comme le reste d’ordre n : Ry = :ZON i1
converge uniformément vers la fonction nulle sur I.
DEMONSTRATION. Supposons que la série converge. Notons F = :i% n. Pour tout

rxe€l,ona:

Ry(z) = Y fulx) = Y fulz) = F(x) = Fy(x).

n=ngo n=no
(RN)N>n, converge uniformément vers 0 ssi sup,; |Ry(z)| = 0ssisup,c; |F(z) — Fn(z)| —
0 ssi (Fy)n>n, converge uniformément vers F'.
|
THEOREME 3.6 (Criteres de Cauchy).

(i) La série ), fn>n, converge simplement sur I ssi la suite de fonctions (Fn) N>n, vérifie
le critere de Cauchy simple pour les suites de fonctions, c’est a dire si

q
Veel, Ve >0,IN € Ntelque q >p> N = | Z fa(z)] < e.
n=p+1

(i) La série )y fn>n, convergente uniformément sur I ssi la suite de fonctions (Fn)n>n,
vérifie le critere de Cauchy uniforme pour les suites de fonctions, c’est a dire si

q
Ve > 0,3N = N(¢) € Ntelque ¢ > p > N = sup| Z folz)] <e.

zel n—p+1

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que

Fy(x) = Fyp(a) = ) fale) = Y fala) = Y fal2)

n=ng n=ng n=p+1
et d’appliquer les résultats analogues sur les suites de fonctions. |
Définition 3.7 (Convergence normale).

On dit que la série > , Jn converge normalement sur I s’il existe une suite numérique
positive (uy,)n>n, telle que

n>n

(i) la série > - uy, est convergente,
(ii) pour tout n > ng et pour tout = € I, | f,,(x)| < up,
PROPOSITION 3.8. La série )
anno (Supxel |fTL (‘T) |) converge.

THEOREME 3.9.
Si la série ), f, converge normalement sur I, alors elle converge uniformément sur 1.

n>ny Jn converge normalement sur I ssi la série numérique

DEMONSTRATION. Supposons que la série converge normalement sur /. C’est-a-dire qu’il
existe une série convergente a termes positifs > © wu,, telle que, pour tout n et pour tout x € I,
| fu(z)| < u,. Montrons que la série vérifie alors le critere de Cauchy uniforme.
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Soit ¢ > 0. La série numérique ) u,, vérifie le critere de Cauchy donc il existe M € N tel
que

M<p<q= E Uy < E.
n=p+1
Pour M < p < g, on a alors

q
sup|an |<sup2\fn |§Zun<£.

zel n=p+1 n=p+1 n=p+1

PROPOSITION 3.10 (Regle d’ Abel simple).
Soient (fr)n>ng €t (Gn)n>n, deux suites de fonctions définies sur I. On suppose que

(i) pour tout x € I, la suite numérique (f,,(x))n>n, est décroissante,

(ii) la suite de fonctions (fy,)n>n, converge simplement vers la fonction nulle sur I,
(iii) Pour tout v € 1, il existe M > 0 tel que : pour tout k > ny, Z::no gn(z)] < M.

Alors, la série de fonctions Zn>n0 fngn converge simplement sur 1.

PROOF. Pour tout x € I, il suffit d’appliquer le critere d’Abel pour la série numérique

anno fa(@)gn(2). u

THEOREME 3.11 (Régle d’Abel uniforme). Soient (f,,)n>n, €t (gn)n>n, deux suites de fonc-
tions définies sur 1. On suppose que

(i) pour tout x € I, la suite numérique (f,,(x))n>n, est décroissante,
(ii) la suite de fonctions (fy,)n>n, converge uniformément vers la fonction nulle sur I,
(iii) 11 existe M > 0 tel que : pour tout k > ng et pour tout x € 1, | Zﬁ:no gn(z)] < M.

Alors, la série de fonctions fngn converge uniformément sur 1.

n>ng

DEMONSTRATION. Les hypotheses sont plus fortes que dans la régle d’ Abel simple. Donc
la série ) -, fu(7)gn(z) converge sipmlement sur /. II suffit alors de montrer que la suite de
fonctions (Ry,)n>ng» 08 Ry = 312 | fo(7)gn(x), converge uniformément vers 0 sur /.

Soitm > n + letx € I. Pour n > ng, on pose G(x) = > i gr(z). On applique la
sommation d’Abel :

> h@ge(@) = D ful@)[Gil(z) — Gra(x))
Z (@) = fra1(@)]Gi(@) + frn(2) G (@) = frs1Gn().

| Z Je(@)ge(z)] < M ( [fr(z) = fe1(x)] + fin(2) —I—fn+1(£v)> = 2M fr11(2).
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En faisant tendre m vers +o00, on en déduit que pour tout x € I,

| R (2)| < 2M foia(2).
Donc

sup |Rn(x)| S 2M sup fn-i—l(x) —7n—4o00 0.
xel zel

|
0) s, . +m
Lorsqu’une série Znan fu est (simplement) convergente sur /, on notera > onomy fn S2
somme, c’est-a-dire la fonction définie sur I par

(D f)@) =D fule).

n>ng n>ng

THEOREME 3.12. Soit ()" f.) une série uniformément convergente sur I. On suppose que

pour tout n, f,, est continue sur 1. Alors, la somme Z:S;O fn de la série est continue sur 1.

DEMONSTRATION. Pour tout N, Fiy = S

n=n

tions continues. Fy converge uniformément vers z:;’m fn sur I. Donc Z:{;O fn est continue

sur /. [ |

, est continue sur / comme somme de fonc-

THEOREME 3.13 (Intégration terme a terme).
Soit (Zn>n0 fn) une série uniformément convergente sur I. On suppose que pour tout n, f,

: . . b
est continue sur 1. Alors, pour tous a,b € I avec a < b, la série numérique ), . [ fu(t)dt

converge et
+oo b b [+
Z/ fn(t)dt:/ > falt) | dt.

n=ngo n=no

DEMONSTRATION. On a, pour tout N > ny,

ZN:/abfn(t)dtI/:ZN:fn(t)dtz/abFN(t)dt.

n=ng n=ng

Mais la suite de fonctions (Fy ) n>n, converge uniformément vers IELO fn. Donc, quand N —

+00,
N b p oo
> [ it [(3 s

n=ng n=no

4. Dérivation terme a terme
THEOREME 4.1 (Dérivation terme 2 terme).
Soit Zn>n0 fn une série de fonctions telle que

(i) Pour tout n > ng, f, est de classe C sur I,
(ii) il existe c € I telle que la série numérique ), -, fn(c) converge,



4. DERIVATION TERME A TERME 9

(1) la série de fonctions Zn>no f! converge uniformément sur 1.

Alors, la série de fonctions | , Jn converge simplement sur I vers la fonction

n>n
+o0 x too
Fl)= Y fule)+ [ (3 futenar
n=ng ¢ n=ng
En particulier, sa somme F = ::;0 fn est de classe C* sur I et
+o0
Fr=> f.
n=ng

Autrement dit, pour tout x € 1,

O ) =) fulx).

n=ng n=ng

DEMONSTRATION. Remarquons que pour tout N, Fy = Zgino fn est de classe C! sur

I. De plus, F, = ZT]:]:% f! converge uniformément vers G Alors la suite (Fly)y converge

simplement vers la fonction F' définie sur [ par

F(z) =) falo) +/IG(t)dt.

n=ng



